385 


ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


25. Band, Heft 9 27. März 1942 8. 385—432 


Geschichte. 


Waerden, B. L. van der: Die Vorraussage von Finsternissen bei den Babyloniern. 
Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 92, 107”—114 (1940). 

Die Arbeit des Verf. wurde durch einen Ausspruch Neugebauers veranlaßt, laut 
welchem die Babylonier nicht nur den Namen Saros für die bekannte Finsternis- 
periode nicht kannten, sondern auch den Saros selbst nie zur Voraussage von Finster- 
nissen benutzt haben. Den ersten Punkt hat Neugebauer wohl überzeugend be- 
wiesen; gegen den zweiten jedoch führt Verf. eine Anzahl Beweise aus Keilschrift- 
texten an, wo neben den Planetenperioden eine 18jährige Mondperiode für die Finster- 
nisse erwähnt wird. Er weist außerdem auf die von Schaumberger hervorgehobene 
47 monatliche Periode hin und gibt Fälle an, wo diese im 6. und 7. Jahrhundert v. Chr. 
wahrscheinlich zur Voraussage verwendet wurde. Daß in diesen Fällen die einfache, 
von Schiaparelli zuerst betonte 6monatliche Periode auszuschalten sei (8. 113), 
möchte Ref. jedoch nicht ohne weiteres zustimmen. Wichtig mag auch der Hinweis 
sein (in einer Fußnote S. 113), daß totale Sonnenfinsternisse um die Hälfte dieser 
Periode, 231/, Monate, von früheren totalen Mondfinsternissen entfernt sind, und daß 
darin möglicherweise die Erklärung für die Voraussage der Finsternis des Thales 
— 584, Mai 28 (nämlich aus der Mondfinsternis — 586, Juli 4/5) zu finden wäre. 

Ant. Pannekoek (Amsterdam). 

Waerden, B. L. van der: Zur pythagoreischen Algebra: Quadratwurzel und Kubik- 
wurzel. Math. Ann. 118, 286—283 (1941). 

Zur Frage nach den mittleren Proportionalen seien die Pythagoreer etwa folgender- 
maßen gekommen: Die Babylonier haben sich rechnerisch mit Quadrat- und Kubik- 
wurzeln sowie der Bestimmung von 2 Unbekannten aus Summe und Produkt be- 
schäftigt. Diese logistischen Probleme haben die Pythagoreer übernommen. Jünger 
sind die geometrischen Einkleidungen der Flächen- und Volumverwandlung, dann die 
Einschaltung mittlerer Proportionalen und die musiktheoretische Anwendung auf die 
Halbierung des Intervalls. Thaer (Detmold). 

Maggi, A.: Sui porismi d’Euelide. Period. Mat., IV.s. 21, 205—223 (1941). 

Wo Porisma nicht einfach Korollar bedeutet, ist es nach Proklos ein Mittelding 
zwischen Theorem und Problem. Um solche Sätze würde es sich also in der Schrift 
handeln, die Euklid unter dem Namen Porismen herausgegeben hat. Die genaue 
Bedeutung des Wortes ist umstritten, die etwa bei Pappos überlieferten Definitionen 
sind nicht klar. Verf. diskutiert sie und moderne Versuche, den Begriff zu klären. 
Wesentlich nach Simson und Chasles nimmt er an, daß Euklid unter diesem Namen 
Sätze von 3 oder 4 Arten zusammengefaßt habe: Ortstheoreme; bald unmögliche, bald 
unbestimmte Probleme; unvollständige Theoreme; vielleicht projektive Sätze. Sonst 
wird auf den vermutlichen Inhalt der Schrift nicht eingegangen; doch bringt Verf. 
aus der Literatur seit Ausgang des 18. Jahrhunderts noch einige Beispiele von Porismen. 

Thaer (Detmold). 

Hofmann, Jos. E.: Weiterbildung der logarithmischen Reihe Mercators in England. 
Deutsche Math. 3, 598—605 (1938); 4, 556—562 (1939); 5, 358—375 (1940). 

Verf. legt die mannigfaltigen Ergebnisse und neuen Gesichtspunkte dar, zu denen 
J. Gregory, I. Newton, E. Halley, A. de Moivre, G. Anderson und R. Cotes 
bei der Beschäftigung mit der logarithmischen Reihe gelangten. Der besondere Reiz 
dieser Untersuchungen liegt darin, daß sich in ihnen ein gutes Teil der Entwicklung 
der Mathematik im 17. Jahrhundert widerspiegelt und daß hier bei der Behandlung 
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spezieller Probleme die ersten Keime mancher moderner Anschauungen und Verfahren 
auftreten. Verf. weist mit Recht besonders auf die Definition des Logarithmus durch 
seine Funktionalgleichung und die Auflösung dieser Funktionalgleichung durch A. de 
Moivre und R. Cotes hin. Die Unzugänglichkeit manches in englischem Privatbesitz 
befindlichen Quellenmaterials, auf die Verf. hinweist, dürfte für das vom Verf. ge- 
gebene Bild ohne Bedeutung sein, da es sich dabei. kaum um Dinge handelt, die auf 
die Entwicklung tiefer eingewirkt haben, so große Bedeutung ihnen auch für die Ent- 
stehung der Ideen, etwa Newtons, zukommen mag. Krafft (Marburg). 

Tannery, Paul: Quadrivium de Georges Pachymere ou ZYNTATMA T2N 
TEEZZAPQN MAOHMATZLN agıduntig uovoıxTs. YEwuEerglas xaı KOTQO- 
voqias. Texte revise et &tabli par le R. P. E. Stephanou. Rom. 1940. CII, 456 pag. 

Trieomi, F.: Essenza e didattiea delle matematiche in un manoseritto inedito di 
Corrado Segre. Rend. Semin. mat. fis. Torino 7, 101—117 (1941). 

Heegaard, Poul: Friedrieh Engel. Norsk mat. Tidsskr. 23, 129—131 (1941) [Nor- 
wegisch]. 


Logik. 


Moisil, Gr. C.: Sur la strueture alg&brique de la logique de M. Bochvar. Disquisit. 
math. et phys., Bucuresti 1, 307—314 (1941). 

Eine algebraische, genauer verbandtheoretische Interpretation eines unbemerkt 
gebliebenen, weder bei A. Church, A bibliography of symbolic logie [J. Symbolic 
Logic 1, 121—216 (1936); dies. Zbl. 16, 97], noch in den „Additions and Corrections‘ 
(ibid. 8, 178—192 (1938)] verzeichneten dreiwertigen Logikkalküls von D. A. Bochvar, 
On a three-valued logical calculus and its applications to analysis of 
contradictions [Rec. math. Moscou 37, H.4, 287 (1930)]. Die logische Deutung 
dieses Kalküls scheint lückenhaft und mit ernsten Aporien behaftet zu sein, da sich 
aus ihr u. a. ergibt, daß die Unbeweisbarkeit der Unbeweisbarkeit von p mit der Beweis- 
barkeit von p zusammenfällt. Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten scheint wie in 
der intuitionistischen Logik interpretiert zu sein als Satz von der Entscheidbarkeit 
jedes mathematischen Problems. Eine Einsicht in diesen Kalkül ist auch dem Ref. 
bis jetzt nicht möglich gewesen. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Curry, Haskell B.: The paradox of Kleene and Rosser. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 
454—516 (1941). 

Eine formalisierte mathematische Theorie 9 soll deduktiv vollständig sein 
dann und nur dann, wenn die Abtrennungsregel in 9 umgekehrt werden kann, also 
dann und nur dann, wenn folgendes gilt: Wenn sich aus der Annahme der Beweis- 
barkeit von H, in 0 die Beweisbarkeit von H, in ergibt, so ist auch H,—H, in 
beweisbar. 0 soll im kombinatorischen Sinne vollständig sein dann und nur 
dann, wenn jeder #-Ausdruck H, in dem £ vorkommt, in @ darstellbar ist durch eine 
Funktion 9, deren Wert für jedes Argument von £ zusammenfällt mit dem Ergebnis 
der Substituierung dieses Argumentes für £ in H. — Es soll nun gefragt werden, wie 
über # zu urteilen ist. Die Antwort ist überraschend. Jedes ®, das diesen beiden 
Vollständigkeitsbedingungen genügt, ist widerspruchsvoll. Dies ist das wesentliche 
Ergebnis einer ungewöhnlich scharfsinnigen, aber auch ungewöhnlich voraussetzungs- 
vollen Studie von 8. C. Kleene und J. B. Rosser, The inconsistency of certain 
formal logics [Ann. of Math. 36, 630—636 (1935); dies. Zbl. 12, 146]. Das Haupt- 
theorem dieser Untersuchung ist also nicht nur ein Inkonsistenz-, sondern zugleich 
ein Unvollständigkeitstheorem, folglich ein Komplement zu den Unvollständigkeits- 
theoremen von Skolem und Gödel. Durch eine Verfeinerung des Richardschen Para- 
doxons läßt sich zeigen, daß die beiden angegebenen Vollständigkeitsforderungen mit- 
einander unverträglich sind. — In der vorliegenden umfangreichen Abhandlung wird 
der genaue effektive Sinn des Kleene-Rosserschen Unvollständigkeitstheorems und 
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sein Beweis in einer strengen Formalisierung für einen größeren mathematischen Leser- 
kreis so entwickelt, daß bis auf die elementare Theorie der primitiven rekursiven Funk- 
tionen nichts vorausgesetzt wird, was einem Mathematiker nicht geläufig ist, und zu- 
gleich so, daß die Voraussetzungen, die Beweisschritte und die Knotenpunkte der 
Beweisführung mit einer mustermäßigen Klarheit hervortreten. Es wird gesagt werden 
dürfen, daß der Gehalt der Studie von Kleene und Rosser auch für die Mehrzahl 
der mathematischen Logiker, in die der Ref. sich einschließt, erst durch diese erleuch- 
tende Umformung aufgeschlossen worden ist. — In einer Anmerkung bei der Korrektur 
wird mitgeteilt, daß der Verf. inzwischen einen auf der Russellschen Antinomie fußen- 
den, wesentlich vereinfachten Inkonsistenzbeweis gefunden hat, der unter dem Titel 
„Ihe inconsistency of certain formal logics“ demnächst bekanntgemacht 
werden soll. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Errera, A.: Sur les fondements de l’arithmötique. (Liege, 17.—22. VII. 1939.) 
C. R. Congr. Sci. Math. 123—127 (1939). 

Philosophische Bemerkungen zur Hilbertschen Beweistheorie mit einer Inter- 
pretation des Hilbertschen Finitismus, aus der sich ergibt, daß der Verf. ein Studium 
von Hilbert-Bernays I, $ 2 (Berlin 1934; dies. Zbl. 9, 145) nicht für nötig gehalten 
hat. Heinrich Scholz (Münster ı. W.). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Allgemeines. Kombinatorik: 


Oudin, Jean-Marie: Sur deux nouvelles formules pascales en fonetion du millösime. 
C. R. Acad. Sci., Paris 213, 397400 (1941). 

Es werden als Auszug aus der These des Verf.: Les Secrets des Calendriers & la 
portee de tous, Paris 1940, die beiden folgenden, von den Gaußschen Zahlen M, N 
freien, für jedes Jahr geltenden Formeln für das Osterfestdatum des Jahres m=100-c+u 
in den Funktionen der c, u abgeleitet: Julianische Osterformel: P= 22 + s + t März 
oder P—31=s+t—9 April, mit s=(15—11(5c+ u),9)30 und 1=(6 se —u— | ll 
Gregorianische Osterformel: P=22+s-+1t März oder P—-31=s+t— 9 April, 

- c c—k c— 17 
mis= (15 — 11be + Wo te — (z) -- FF) k= (a und 


ar 
t=(4— +. u-(7) oh 
Dabei bedeutet (4): 5) usw. — ganze Teile der Quotienten c durch 4, (c — k) 


durch 3. — (5c + u),, usw. — Reste der Teilungen durch die Indizes 19 usw. in nicht 
negativen Größen, so daß z. B. ist: (— 15)30 = (30 — 15)30 = 15. Volk. 

Schrutka, Lothar v.: Eine neue Einteilung der Permutationen. Math. Ann. 118, 
246—250 (1941). 

Ist ab...ik...m eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n, so bilden zwei neben- 
einander stehende Zahlen : und % einen Aufstieg (bzw. Abstieg), wenn v < k(bzw.i >k) 
ist. Sei C% die Anzahl der Permutationen von n Elementen mit k Abstiegen (daher 
mit n— 1- k Aufstiegen), so wird für 0% die Rekursionsformel 

G=m—hEI+kE+NGT 
abgeleitet. — Die Zahlen (7; treten sowohl als höhere Differenzen, wobei nach Laplace 
die Gleichung er er a 
G-@+ er -(Fr4lz )e-ır- +] 
gilt, wie auch als Entwicklungskoeffizienten in höheren u, er EN 
25* 
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Lineare Algebra, Polynome: 


© Neiss, F.: Determinanten und Matrizen. Berlin: Springer 1941. IV, 84 S. u. 
1 Abb. RM. 3.90. 

Eine mit großem didaktischem Geschick geschriebene Einführung in die elementare 
Theorie der Determinanten und Matrizen. Sie soll, wie Verf. selbst im Vorwort schreibt, 
in erster Linie dazu beitragen, die Schwierigkeiten zu überwinden, die sich dem Stu- 
dierenden beim Übergang von der Schule zur Hochschule bieten. Die jedem Kapitel 
beigegebenen Aufgaben und Anleitungen sind diesem Zweck besonders dienlich. — 
Inhalt: I. Allgemeine Vorbemerkungen (Induktionsschluß). II. Kombinatorik. 
III. Determinanten (Definitionen nach Leibniz und Weierstraß, Sätze von La- 
place und Sylvester). IV. Matrizen (einschl. geometrische Anwendungen). V. Sy- 
steme linearer Gleichungen. H.L. Schmid (Berlin). 

Comöt, Stig: Über Sondermatrizen und ihre Verwendung. Sonderdruck aus: 
Fysiogr. Sällsk. Lund Förh. 10, Nr 8, 21 S. (1940). 

Verf. versteht unter einer Sondermatrix vom Verknüpfungsgrad v>]1 eine 
(quadratische) Matrix 8, die den Bedingungen S($ — EP =0, S(S — EP -1+0 
genügt, wobei die zweite Bedingung für v=1 fortfällt. EZ ist die Einheitsmatrix. 
Spezielle Sondermatrizen (v = 1) sind z. B. die Einzelmatrizen, die bekanntlich durch 
S? = 8 charakterisiert sind. Die Potenz S° wird durch 8° = E — (E — S$)” definiert. 
Dann und nur dann ist SO = E, wenn $ nichtsingulär ist. Setzt man, falls S eine 
Sondermatrix vom Verknüpfungsgrad » bedeutet, 

„(8 — 77" 


— 80,2 
Bee — 


so ist X’ =0, K’-140,KSI’=SIK=K, und S? läßt sich für alle ganzen 50 
darstellen in der Form 


» 


2172 v„—ipr—1 

(*) ER + 
Es ist also formal S? = e’E, ferner K = logS [weil ($ — 8°)” = 0 ist], aber die Potenz- 
reihenentwicklungen brechen ab. — In Fortführung von Untersuchungen von Study 
[Mh. Math. Phys. 2, 23—54 (1891)] und von Frobenius (8.-B. preuß. Akad. Wiss. 1896, 
601—614) stellt sich Verf. die Aufgabe, eine gegebene Matrix A, allgemein eine Potenz 47 
von Aj=0, ganz), in eine (gewöhnliche) Summe von Matrizen zu zerlegen, und er- 
hält das folgende Ergebnis: Es seien X], 2%, ..., 2, die voneinander und von 0 ver- 
schiedenen Eigenwerte von A. Die höchsten Gradzahlen der entsprechenden Weier- 
straßschen Elementarteiler von A — xE seien v,, 99, ...,9,. Ist A singulär, so sei v, 
die entsprechende Gradzahl des zum Eigenwert 0 gehörenden Elementarteilers. Dann 
läßt sich A? auf eine und nur eine Weise darstellen in der Form 

A=Mi+M+..+M (=0, ganz), 
wobei MM; =0 („,k=0,1,2,..,s55i#k, M%=0, My!=&0 und, falls 
M;= uS,; gesetzt wird ((=1,2,...,s), 8; eine Sondermatrix vom Verknüpfungs- 
grad »; und S} nach (*) zu bilden ist. Falls A nichtsingulär ist, tritt das Glied mit M, 
nicht aut. — Als Anwendung zeigt Verf. den Nutzen einer solchen Zerlegung für die 
Auflösung der Matrixgleichung /(X) = 0, wo f(x) ein Polynom mit skalaren Koeffi- 
zienten ist, ferner für die Matrixgleichung X? —= A (p>2, ganz) und für Konvergenz- 
fragen bei Potenzreihen in Matrizen. Rohrbach (Prag). 

Simmons, H. A.: Note on use of matrices in solving linear diophantine equations. 
Töhoku Math. J. 48, 71—74 (1941). 

Wird eine Diophantische Gleichung 0, +%2,+--- +0,2,„=k durch das 
sogenannte Substitutionsverfahren gelöst, so lassen sich die einzelnen Schritte durch 
Matrizes beschreiben: die vollständige Lösung kann durch Zusammensetzung dieser 
Matrizes erhalten werden. Das Verfahren wird an zwei Beispielen auseinandergesetzt. 

L. Schrutka (Wien). 


389 


Conte, Luigi: Le formule di Girard-Newton. Period. Mat., IV. s. 21, 224—233 (1941). 

Wiedergabe der Originaldarstellung der Formeln, die die elementarsymmetrischen 
Funktionen der Wurzeln z; einer algebraischen Gleichung und die Summen Dx* durch 
die Koeffizienten der Gleichung ausdrücken, wie sie in den Werken: „Invention 
nouvelle en l’algebre‘“ von A. Girard und „Arithmetica Universalis“ von 
I. Newton enthalten sind. Aus dem Vergleich der beiden Darstellungen kann man 
schließen, daß I. Newton den Betrachtungen von A. Girard nichts Wesentliches 
hinzugefügt hat; Verf. schlägt daher vor, jene Formeln einfach als „Formeln von 
Girard‘ zu bezeichnen. E.@. Togliatti (Genova). 

Montel, Paul: La geometrie des polynomes. (Liege, 17.—22. 11.1939.) C. R.Congr. 
Sci. Math. 9—19 (1939). 

Das Polynom f(z2) =a, + a2 + :-- + a„2" ist in der komplexen Ebene ebenso 
durch die Konfiguration @ seiner Nullstellen wie durch die Konfiguration K seiner 
Koeffizienten vollständig bestimmt. Die Geometrie der Polynome erfaßt die 
geometrischen Relationen zwischen @ und K und zwischen solchen Konfigurationen, 
die sich durch einfache Transformationen ergeben, wie z.B. den Konfigurationen 
@,@",... der Nullstellen der derivierten Polynome. Verf. gibt einen Bericht über 
einige ausgewählte Fragen dieser Theorie und besonders über diejenigen, in denen er 
eigene Resultate erhalten hat. Die ersten zwei Teile des Berichtes fassen die wichtigsten 
Ergebnisse über die Schranken der absoluten Beträge der Nullstellen von f(z) zu- 
sammen, wenn p + 1 Koeffizienten von f(z) (1<p=n) gegeben und die übrigen 
beliebig sind (vgl. dies. Zbl. 11, 50; 13, 271; 16, 386; 19, 391; 23, 101). Der dritte 
Teil enthält einen Satz von Fejer, demzufolge jedes (k + 1)-gliedrige Polynom der 
Form 1+z2 +0, + a2%” + -.-+92% (l<nm<n<---<n,) im Kreise 
|2|=%k mindestens eine Nullstelle besitzt, und außerdem verwandte Sätze und Ver- 
allgemeinerungen. Die Einleitung und der vierte Teil weisen auf die Zusammenhänge 
der Algebra und der Funktionentheorie hin. Verf. stellt den angeführten Satz von 
#ejer dem bekannten Picard-Landauschen Satz gegenüber. — Statt Literatur zählt 
der Bericht nur einige Namen auf, auch die eigenen Resultate blieben unbenannt. 
Die Zitate sind teils unrichtig. Der Satz von Fejer ist mit dem Namen von Biernacki 
(S. 16) angeführt, der Satz von Markowitsch und Anghelutza (S. 14) kommt schon 
bei Ballieu (vgl. dies. Zbl. 19, 391 und 23, 101) vor. Gy. v. Sz. Nagy. 


Gruppentheorie: 

Rödei, L.: Über den Fundamentalsatz der Abelschen Gruppen von endlicher Ordnung. 
Acta Sci. Math. Szeged 10, 109—111 (1941). 

Neuer kurzer Beweis des Satzes über die Basisdarstellung abelscher Gruppen end- 
licher Ordnung. van der Waerden (Leipzig). 

Clifford, A. H., and Saunders MacLane: Factor-sets of a group in its abstraet unit 
group. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 385—406 (1941). N 

Ist /’ eine endliche Gruppe der Ordnung n mit Elementen 0, 0,7,..., so wird 
unter der abstrakten Einheitengruppe 9 von I’ die abelsche Gruppe mit n Er- 
zeugenden H” und der einzigen definierenden Relation J/JH’=1 verstanden. Für 


jedes aus I’ erzeugt die Zuordnung H’>H°* einen Automorphismus A>4' von 9. 
Gesucht werden solche Erweiterungen & von 9 mit Faktorgruppe I’, daß die Reprä- 
sentanten u, der Nebenklassen von 9 genau diese Automorphismen erzeugen: 
Au, =Uu4° für alle A aus 9. 
Setzt man %%, = UsıFo,:, 30 erhält man in bekannter Weise ein Faktorensystem 
mit der Eigenschaft (1) Fu,o Foo, = Fo,o: Fo,x. Die Klassen assozilerter Faktoren- 
systeme bilden eine Gruppe M9, den Multiplikator von in: Zum Vergleich 
werden die Schurschen Faktorensysteme herangezogen, die aus n-ten Einheitswurzeln 
@,,: mit derzu(l) analogen Eigenschaft (2) ®,,.@®g0,:=@s, sr ®s, bestehen. Weil in (2) 
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der hochgestellte Index t fehlt, ist (2) einfacher als (1). Die Klassen assoziierter Fak- 
torensysteme ®,,. bilden den Multiplikator M von ]‘. Verff. vermuten allgemein 
und beweisen für vollkommene J/', daß M$ zu M isomorph ist. Dieser Isomorphismus 
wird durch eine Art Spurenbildung vermittelt: Ist A als Produkt von Faktoren 1E80 
mit Exponenten a(c) dargestellt und ist £ eine primitive n-te Einheitswurzel, so heißt 
t=>'a(o) die Spur von A, und der fragliche Isomorphismus ordnet dem Element A 
die Potenz &* zu. Für den Beweis ist es nötig, zunächst die zu 1 assozlierten Faktoren- 
systeme zu studieren, die durch F,, = 040,05! 


gegeben sind. Diejenigen Funktionen C,, für die F, , = 1 ist, werden verschränkte 
Charaktere (crossed characters) von I’ genannt. Zu ihnen gehören insbesondere die 
durch C,= C1-° definierten Einheitscharaktere. Durch Spurenbildung erhält 
man aus den verschränkten Charakteren sämtliche gewöhnlichen Gruppencharaktere, 
wobei die Einheitscharaktere (und im auflösbaren Fall auch nur diese) den Einscharakter 
ergeben. van der Waerden (Leipzig). 

Wintgen, Georg: Zur Darstellungstheorie der Raumgruppen. Math. Ann. 118, 
195—215 (1941) u. Leipzig: Diss. 1941. 

Das Ziel der Arbeit ist, die beschränkten irreduziblen Darstellungen der 230 Raum- 
gruppen mittels ihrer Darstellungen im Vektorraum zu geben. Dabei sind zwei Dinge 
zu beachten: geeignete Wahl der Basisvektoren und richtige Fassung des Klassen- 
begriffs, die Klasse wird im arithmetischen Sinne definiert (siehe dies. Zbl. 8, 244). 
Dadurch werden die Darstellungen der Gruppen nur abhängig von der zugehörigen 
arithmetischen Klasse. — Zunächst wird mit Hilfe der Eigenwerte der Basisvektoren 
eine Basis für den Raum der Faktorgruppe nach der Translationsuntergruppe her- 
geleitet, in welchem sodann die Darstellungen angegeben und unter ihnen die irredu- 
ziblen und inäquivalenten bestimmt werden. Ferner wird gezeigt, wie diese auch hier 
aus den regulären Darstellungen hergeleitet werden können, sodann wird eine geo- 
metrische Deutung gegeben, indem im reziproken Gitter die Vektorkomponenten als 
Punkte gedeutet werden. Tabellen und Beispiele ergänzen die Ausführungen. 

J.J. Burckhardt (Zürich). 

Powsner, A.: Über nilpotente Gruppen Lie. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., 
Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 16, 135—142 u. franz. Zusammenfassung 
142 (1940) [Russisch]. 

Der Lie-Ring ZL der infinitesimalen Transformationen einer nilpotenten r-glied- 
rigen Lie-Gruppe © besitzt eine Basis Y,, Y,,..., Y, mit der Klammerregel: 
(Y, Y)=DcY, (s<k<i). In © bilden die Produkte ahaf:...a“r der von 
den Y,; erzeugten 1-gliedrigen Untergruppen (a;) eine Umgebung der 1, so daß & 
durch die Multiplikationsregel: afıaf ... adrafıafı ... afr = afıafı ... afr mit 
Zusammensetzungsfunktionen = Pi (a1, . +, Or; BR, 1 
auf lokale Isomorphismen eindeutig erklärt ist und überdies die Regel: 


= „ı n E . . 
aaa = ati May... avi» (j> k) gilt. Der von E. Cartan [J. Math. 


pures appl., IX. s. 17, 1—12 (1938); dies. Zbl. 18, 147] stammende Satz: Die Funk- 
tionen 9;, y; sind Polynome, wird durch vollständige Induktion nach r bewiesen. Die 
infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe bezüglich der Parameter 


dr 
E v öF D v 0) i . . 
1, Osyaean Op Jahten: I, — > & % wobei & = (Si), ein Polynom in den a,, 


und zwar &=0, wenn v>i; &=1; &=0, wenn »<i, ist. Demnach ist 


k—1 
X) = > A}, W>k). Wiederum durch vollständige Induktion nach r wird 


8 
1 n i e 
die Formel (&}) = e@rAre@r-ıAr-ı.... e&ılı mit Matrizen 


| As (46), (4,=0, wenn i<k) 
bewiesen, welche die Zurückführung der Infinitesimaloperatoren auf die Struktur- 
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konstanten A}, gestattet. — Wie bewiesen, lassen sich.die Zusammensetzungsfunktionen 
n 

an drBoma— > Uli...) 0; v(B1; - - -, ß,) darstellen mit linear unabhängigen 
=1 


Funktionen U,. Nach Cartan (a.a. O.) vermitteln die U, bei Anwendung der Ope- 
ratoren X, eine treue Darstellung von Z, folglich eine lokal isomorphe Darstellung 
von ©. Es wird gezeigt, daß die Z darstellenden Matrizen nilpotent sind. Die treue 
Darstellbarkeit von Z in nilpotenten Matrizen wurde zuerst von G. Birkhoff [Ann. 
of Math., Il. s. 38, 526—532 (1937); dies. Zbl. 16, 244] auf rein algebraischem Wege 
gezeigt. Zassenhaus (Hamburg). 


Ringe. Körper: 


Yamada, Kaneo: Liesche Ringe und assoziative hyperkomplexe Systeme. Töhoku 
Math. J. 48, 152—166 (1941). 

Es sei 2 ein Liescher Ring von endlichem Range über einem Körper k. Eine asso- 
ziative Algebra W, die X als Teilmodul enthält und von den Elementen aus & durch 
die Kompositionsregeln von Y erzeugt wird, heißt Einhüllende Algebra (kurz E. A.) 
von %, wenn sich die Klammeroperation [X, Y] in & durch die Kompositionsregeln 
von X in der Form [X, YJ= XY — YA realisieren läßt. X wird von endlichem Range 
vorausgesetzt, d.h. es werden nur solche Lieschen Ringe behandelt, welche einein- 
deutige Darstellungen durch Matrizen endlichen Grades besitzen. Eine E. A. X von & 
heißt minimale E. A. (kurz m. E. A.), wenn jedes zweiseitige von Null verschiedene 
Ideal von X einen nichtleeren Durchschnitt mit & hat und wenn keine echte Teil- 
algebra von U existiert, die E. A. von einem zu & isomorphen Lieschen Ring ist. Verf. 
beschäftigt sich in vorliegender Arbeit mit strukturtheoretischen Beziehungen zwischen 
X und X: $1. Es seien M, und M, zwei Teilmoduln von &. Der Modul, der aus allen 
Elementen [M,, M;] mit M, aus M,, M, aus M, besteht, werde mit [M,, M;] be- 
zeichnet. A sei das Radikal von 2 und N das Radikal von Y. &% enthält einen zu 
2 mod isomorphen einfachen Teilring 2* mit 2 = 2* + R (supplementäre Summe; 
vgl. z. B. J.H.C. Whitehead, dies. Zbl. 14, 347). Ebenso hat W eine zu Wmod% 
isomorphe halbeinfache Teilalgebra A* mit U = W* + N. Satz: Bei festem %* kann A* 
so gewählt werden, daß A* > 2* gilt. Setzt man F=-NNR ud W = [RR], so 
gilt RORFDRW. — $2. Jede m.E. A. V eines halbeinfachen Lieschen Ringes 2 
ist halbeinfach. It Y=a,&) --- #)a, die Zerlegung von X in die direkte Summe 
von einfachen Idealen, so ist &=m, ©: Om mt m =a;nt (i=],...,s) 
eine Zerlegung von Z in eine direkte Summe von Idealen. Dabei ist a, eine m. E. A. 
von m. — $ 3. Es sei & halbeinfach und X einfach. Zerlegt man % in eine direkte 
Summe von einfachen Idealen & = m, &) :-- ) m, und bezeichnet mit ®, die E. A. 
von ım;in W, dann gilt: Je zweiAlgebren ®,; und 8, (© # 7) sind elementweise vertausch- 
bar; es ist B;n &—=m;; jedes ®, ist einfach und besitzt als Einheitselement das- 
jenige von W; ist überdies Y normal einfach, so ist jedes ®,; auch normal einfach, und 
es gilt A= BıX-:-XB, (direktes Produkt). — $ 4. U sei einfach; alle halbein- 
fachen Lieschen Ringe mit derselben E. A. X bilden einen Halbverband hinsichtlich 
einer geeigneten Verknüpfungsoperation. — Ist X einfach und m. E. A. eines einfachen 
Lieschen Ringes &, und ist P das Zentrum von U, so gilt: 2 über P ist einfach; 
9 über P ist eine m. E. A. von £ über P. — Zum Schluß wird für jeden normalen ein- 
fachen Lieschen Ring eine ihm charakteristische m. E. A. angegeben. H.L. Schmid. 

Hall, Marshall: The position of the radical in an algebra. Trans. Amer. Math. Soc. 
48, 391—404 (1940). 

Verf. gibt eine neue Theorie assoziativer Algebren X mit Radikal X. U heißt 
an A gebunden, kurz eine gebundene Algebra (,,a bounded algebra“), wenn aus 
CR = Rc = 0 für jedes ce aus U folgt, daß c aus R ist. Es gilt der Struktursatz: W ist 
eindeutig als direkte Summe einer halbeinfachen Algebra und einer gebundenen Al- 
gebra darstellbar. — Von jetzt ab bedeute X eine gebundene Algebra über einem 
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Körper K. X ist weitgehend durch R bestimmt; ist insbesondere R von der Ord- 
nung s, so ist A höchstens von der Ordnung se +s+ 1. — Die uamani c aus 
A mit der Eigenschaft cR=NRc=0 bilden ein zweiseitiges Ideal W. Es sei 


8 
&1,...,%, eine Basis von R/K. Für ein beliebiges Element c aus X sei 0 = %a,2,, 
8 


1 
cz Fa =1,...,8); es werde (a,) = R(c) und (b,,) = L(c) bezeichnet. 


Die Dar 
(1) ce > [£(e), L(e)] 
mit den Kombinationsregeln 

+ 0% [R(c) + R(a), L(c,) + L(e)]), C1% > [R(c,) Ro), L(e) L(@)], 

kc—>[kR(ec), kL(c)], 

k aus K, bildet eine treue Darstellung von Amod®’. Eine Basis z,,..., 2, von RN 
werde zu einer Basis %,,.. ., 4,21, ...,2,(? +q=s) von und schließlich zu einer 
Basis %,, .. ., Up, Upyts «+ 5 Ums 215 +, 2g von X verlängert. Mit dieser Basis von R 
haben R(c) und L(c) die Gestalt 


_ {Rııle) Rıs(eo) ee is a 

ee | 0 Bu) Zen 0 L2;(e)) ’ 
wobei R,5(c) und Z,,(c) gXx g-Matrizen sind. Beim Homomorphismus X > A/R', den 
wir uns durch (1) gegeben denken, mögen die Elemente «, in u, übergehen; dabei ent- 
spricht einem beliebigen Element a 
(2) RR? +2 Taky 

m um1 “tl m 
aus X ein Element y=D)c„u„. Das Element y = Cu ist ein Repräsentant der 
=] = 


= 
Klasse von Amod#°, die in y abgebildet wird. Jedes c aus X ist eindeutig als 
Summe c=y--r darstellbar, woc— y beim Homomorphismus (1) und r aus ®% ist. 
Satz: Eine treue Darstellung von VY wird durch c+>[X£(e), L(c), W(c)] ge- 
liefert; W(e)=(r,,...,rg)' (der Strich bedeutet Transponierte des Vektors) wird 


q 
durch r=)r,z, in (2) bestimmt. Die Kombinationsregeln werden gegeben durch 
»=1 


1 +%+>[&(c) + Rio), ...]; 
%%>[R(c)L(c), Zfc)L(c), Rga(c) W(ch) + Lg, (cı) Wi) + yı: Yall; 


Ip; y}=(d,, ..., 44)’ bestimmt sich aus y\%=YıYatr(Yı: Yo); r(Yı> Ya) I, 


aus R. r(Y,, Y5) nennt Verf. „remnant“. — Der letzte Abschnitt befaßt sich mit dem 
Problem der Konstruktion aller Algebren mit vorgegebenem Radikal. 
H. L. Schmid (Berlin). 

© Loonstra, F.: Analytische Untersuehungen über bewertete Körper. Amsterdam: 
N. V. Noord-Hollandsche Uitgevers-Maatschappij 1941. 101 8. 

Die ersten 5 Kapitel dieses Buches sind bereits als Abhandlungen erschienen 
(vgl. dies. Zbl. 24, 291; 25, 15, 49, 102, 105, 247). Das 6. Kapitel enthält eine Aus- 
arbeitung der Untersuchungen von Schnirelmann über analytische Funktionen in 
algebraisch abgeschlossenen, perfekt bewerteten Körpern (vgl. dies. Zbl. 20, 291). 


van der Waerden (Leipzig). 
Funktionenkörper: 


Moriya, Mikao: Über die Struktur der Divisorenklassen einer zyklischen Erweiterung 
von Primzahlgrad über einen algebraischen Funktionenkörper. Töhoku Math. J. 48, 
43—54 (1941). 

Es bedeuten I eine Primzahl, X ein algebraischer Funktionenkörper über dem 
Konstantenkörper k und Z eine separable zyklische Erweiterung über X vom Grade I. 
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In K sollen genau 1? Divisorenklassen nullten Grades vom Exponenten ] existieren, 
t Primdivisoren von K seien in Z verzweigt; esseit>0. Für den Fall, daß k algebraisch 
abgeschlossen ist, bewies M. Deuring [Math. Ann. 113, 208—215 (1936); dies. Zbl. 14, 
293], daß die Anzahl der Divisorenklassen nullten Grades in Z vom Exponenten / 
gleich Ye+U DEV oder le+@-1-2) jst, je nachdem k die Charakteristik Ihat oder 
nicht. — Verf. beschäftigt sich mit der gleichen Fragestellung, wobei nur die Voraus- 
setzungen über % geändert sind: „‚k sei ein absolut algebraischer Körper von Primzahl- 
charakteristik, dessen absoluter Grad den, durch / teilbaren, unendlichen Bestandteil 
besitzt.‘“ Das soll offenbar heißen: %k enthält alle Galoisfelder, deren Grad in bezug 
auf den Primkörper eine Potenz von ! ist. — Hauptsatz: Die Anzahl der Divisoren- 
klassen nullten Grades in Z vom Exponenten } ist gleich Ze+@-D(-1-0), Dabei ist 
o=1 oder 0, je nachdem X primitive !-te Einheitswurzeln enthält oder nicht. — Verf. 
muß sich beim Beweis an Stelle der Deuringschen Methode (Verhalten der Divisoren- 
klassen von Z bei Automorphismen von Z) auf die Hauptsätze der Klassenkörpertheorie 
der Funktionenkörper stützen. H. L. Schmid (Berlin). 


Zahlentheorie: 


Tihanyi, Nikolaus: Die Struktur der Weberschen Resolventen. Mat. termeszett. 
Ertes. 60, 92—97 u. dtsch. Zusammenfassung 98 (1941) [Ungarisch]. 

Es handelt sich um die zuerst durch H. Weber (Lehrbuch der Algebra II, 2. Aufl., 
1899, 8. 72) betrachtete spezielle Lagrangesche Resolvente ‚für den Modul 2” “ 


2n—1 
() ((—1)", @*, r) = >) (—1)maı Rare, 

32 2ri 
wobein (= 5) eine vorgegebene natürliche Zahl, r = Exp ‚o=r? ist, während 
h,, h ganze rationale Zahlen bedeuten und die ebenfalls ganzen rationalen Zahlen &,, & 
sich aus der Kongruenz u = (— 1)*5*(mod2") bestimmen. Für 2|% verschwindet (1) 
bekanntlich. Für 2 / h läßt sich die Summation ausführen mit einem überraschend 
einfachen Ergebnis, das für n = 2k (k ganz) 

hr —1) 
(— 1) 2 IK gyh indvoyve 

lautet, wobei !,,», und ind», ganz rational sind mit 

2, +1= 52*"*(mod2r), A+lv,=0(mod), +», = 5ind” (mod2*). 
Das ergibt sich sehr leicht dadurch, daß man in (1) #,2+1= 52*"*?(mod2*) ver- 
wendet. (Verf. rechnet etwas weitläufig.) Auch 2 / n führt zu einer ähnlichen Formel, 
wobei aber zwei Glieder auftreten. Ref. erfuhr, daß Verf. demnächst einen Aufsatz 
publizieren wird, in dem er auch diesen Fall auf ein Glied reduziert; daher erübrigt 
sich hier, diese zweigliedrige Formel anzuführen. Redei (Szeged). 

Ljunggren, W.: Einiges über simultane Pellsche Gleichungen. Norsk mat. Tidsskr. 
23, 132—138 (1941) [Norwegisch]. 

Es seien D und D, zwei natürliche quadratfreie Zahlen und D + D,. Verf. stellt 
sich zur Aufgabe, alle ganzzahligen Lösungen des Systems der beiden Pellschen Glei- 
chungen 
(S) 2—-Df?=1l, „-D?= 
zu bestimmen. Er zeigt zunächst, daß (S) im Falle D=2, D, =3, der schon von 
A. Arwin [Common solutions of two simultaneous Pell equations, Ann. of Math., 
II. s. 23, 307—312 (1923)] untersucht wurde, nur die eine (positive) Lösung 2 =3, 
y=2,2=1 besitzt. Im allgemeinen Fall gibt Verf. für die Anzahl der Lösungen 
von (8) eine obere Grenze an, deren Kenntnis in vielen Fällen die Bestimmung aller 
Lösungen von ($) ermöglicht. H.L. Schmid (Berlin). 
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Vijayaraghavan, T.: The general rational solution of some diophantine equations 


k 
of the form D/A,a#” = 0. Proc. Ind. Acad. Sci., Sect. A 12, 284289 (1940). 


r=1 5 > = 
Der Verf. stellt sich die Aufgabe, die allgemeine Lösung in rationalen Zahlen für 
k+1 
Gleichungen von der Art 2) 4,x7—0 zu finden, wobei 4,, 2, 0 b=1l,.,kel) 
r=1 . 
el telLrs,keen soll. Nach Aufstellung einiger algebraischer Hilfs- 
sätze leitet der Verf. längere Formeln für die allgemeine rationale Lösung ab, die noch 
mit nachträglichen Zusätzen versehen wird. Hofreiter (Wien). 


Krasner, M.: A propos du eritere de Sophie Germain-Furtwängler pour le premier 
cas du th6oreme de Fermat. Mathematica, Cluj 16, 109—114 (1940). 
Satz: p sei eine positive ungerade Primzahl. Gibt es unter den durch 3 nicht 


u 
teilbaren geraden ganzen rationalen Zahlen u mit (A) 3* <up +1 eine solche, für 
die g=up-+1 eine Primzahl ist, so muß n () + yP+2?=0 (x, y,z ganz 
rational) pleyz(x — y)(y — 2)(2 — x) gelten; ist zugleich (B) 2* = 1 (modg), so gilt 
v® 


sogar p|xyz. Zum Beweis wird zuerst die durch 34 -_»w—1=0 definierte reelle 
Funktion 9 = v(w) untersucht. Insbesondere ist v für w= 11 eindeutig, monoton 


zunehmend, und Fr monoton abnehmend, <2. Es folgt also, indem man von (A) 


und (B) vorläufig nur (A). voraussetzt, daß für p=11 (u<2p und somit auch) 
p® Yq — list. Letzteres ergibt sich leicht auch für p =3,5,7. Nach Furtwängler 
folgt hieraus, daß im Fall g|xyz auch p|xyz gilt. Andererseits ergibt sich aus der 
Annahme, daß (2) «? + yP +2? = 0 (modg) mit q X xyz lösbar ist, daß ein gewisses 
u 

Polynom 71% + &gt® + &zt% (e = les 5 und i? +1 eine gemeinsame 
Kongruenzwurzel modg haben, und weiter hieraus nach der Betrachtung der jetzt 
notwendig durch q teilbaren Resultante g|(x — y) (y — 2) (z — x). Wieder nach Furt- 
wängler hat man so die erste Hälfte des Satzes. Gilt aber auch (B), so folgt ein 
Widerspruch. Da somit in (2) q|®yz sein muß, so ergibt das mit dem vorigen zusammen 
die zweite Hälfte des Satzes. Verf. weist noch darauf hin, daß aus seinem Satz durch 
einen Fortschritt in der Primzahltheorie die Erledigung des Falles p / xyz in (1) zu 
hoffen sei. Vgl. auch einen früheren Satz des Verf. (dies. Zbl. 10, 7). Ref. bemerkt, 
daß auf 8.112 ein „passendes Tripel x, y,z‘‘ zu verstehen und Hadamards Deter- 
minantensatz im Komplexen anzuwenden ist. Redei (Szeged). 

Pillai, S. S.: On Waring’s problem with powers of primes. Proc. Indian Acad. Sci., 
Sect. A 12, 202—204 (1940). 

Es sei k eine natürliche Zahl; es seien ?,,...., ?„ die Primzahlen mit (p, — 1)/k. 
Es sei pr die höchste Potenz von p,, die in k aufgeht; Y, = 0, +2, wenn p, und k 
gerade sind, 9, = 6, +1 sonst. Es seid, = pr, K=dıd, :-: d„; es sei P die kleinste 
nicht in K aufgehende Primzahl. Ist dan 1<s<n, T=2(d, +4 +---+d,- 5 
+ deyıderg dm — 1, so ist die Kongruenz N = a4 + ... + 2% (mod) für jedes 
ganze N mit x, = 0 oder p, oder P lösbar. Dies ist eine Verschärfung eines früheren 
Ergebnisses des Verf. (vgl. dies. Zbl. 23, 297). — In Lemma 2, 3 lies O<a,<d,, 
sonst stimmt die letzte Zeile der Arbeit nicht. Jarnik (Prag). 

@ Patz, Wilhelm: Tafel der regelmäßigen Kettenbrüche für die Quadratwurzeln 
aus den natürlichen Zahlen von I—10000. Leipzig: Akad. Verlagsges. Becker & Erler 
Kom.-Ges. 1941. XIII, 282 S. RM. 16.—. 

Zu jeder nichtquadratischen natürlichen Zahl D< 10002 liefert diese Tafel die 
Teilnenner des regelmäßigen Kettenbruchs für YD. Angegeben werden das Anfangs- 


glied [yD| und die Periode, die bekanntlich aus einem „symmetrischen Teil“ und dem 
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Schlußglied 2|yD] besteht. Hat der symmetrische Teil eine ungerade Länge, so ist 
das unpaare Mittelglied mit einem Stern versehen. Enthält der symmetrische Teil 
hinter dem Mittelglied bzw. dem ersten der beiden gleichen Mittelglieder noch min- 
destens drei Zahlen, so sind diese nur durch Punkte angedeutet, da sie sich unter Be- 
achtung der Sterne eindeutig aus den Symmetrieverhältnissen ergeben. Ist die Perioden- 
länge ungerade, d.h. die diophantische Gleichung x? — Dy” = —1 lösbar, so steht 
vor dem System der Teilnenner ein Kästchen. Dieses tritt also dann und nur dann 
auf, wenn der Stern fehlt. Damit ermöglicht die Tafel insbesondere einen raschen 
Überblick über diejenigen D, für die jene Gleichung lösbar ist. Die Primzahlen unter 
den D sind ebenfalls gekennzeichnet; die Tafel kann also auch als Primzahltafel dienen. 
Eine kurze Einführung in die Einrichtung und Berechnung der Tafel geht voraus. Ein 
Geleitwort von K. Knopp und O. Perron berichtet insbesondere auch über die an- 
gestellten Kontrollrechnungen, nach denen das Werk seine Vorgänger (die Tafeln von 
Degen, Cayley, Whitford, Frhr. v. Thielmann), mit denen es verglichen wurde, 
die jedoch zusammen nicht wesentlich mehr als die Zahlen D< 2012 umfassen, an 
Zuverlässigkeit mindestens erreichen dürfte. Werner Weber (Berlin). 


Analysis. 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Sierpifiski, W.: Sur ’operation lim P(x,y). Acta Pontif. Acad. Sci. 4, 203—204 

(1940). a 
Ohne Beweis werden folgende Sätze ausgesprochen: 1. Ist ®(z, y) eine Bairesche 

Funktion (von zwei Variablen) höchstens erster Klasse, so ist f(x) — Im: @(e, Y) 


höchstens von dritter Klasse. 2. Ist ®(z, y) eine Bairesche Funktion schlechthin, so 
ist /(z) meßbar. G. Alexits (Budapest). 


Faedo, Sandro: Su una proposizione fondamentale per le funzioni d’intervallo. 
Atti Accad. Italia, Mem. 12, 593—615 (1941). 

Es sei ®(ö) eine beliebige Funktion, die für jedes Intervall ö eines gegebenen 
Intervalls (a, b) definiert ist. Für die subadditiven Intervallfunktionen hat L. Tonellı 
in seinen „Fondamenti di Calcolo delle variazioni“ (Bologna: Zanichelli 1921) einen 
Satz aufgestellt, der einen bekannten Hilfssatz von G. Darboux verallgemeinert. In 
einer kürzlich erschienenen Arbeit (dies. Zbl. 22, 54) hat L. Tonelli nach Einführung 
des Begriffs der approximativ subadditiven Intervallfunktion einen allgemeineren Satz 
mit wichtigen Anwendungen auf die Theorie des Weierstrass-Integrals und die Rekti- 
fikation der Kurven gegeben. Dabei wurde im Hinblick auf spätere Anwendungen 
außerdem herausgestellt, daß der aufgestellte grundlegende Satz auch dann noch 
Gültigkeit hat, wenn die Intervallfunktion ®(ö) aufhört, in der Umgebung einer end- 
lichen Anzahl von Punkten des Intervalls (außerordentliche Punkte) approximativ 
subadditiv zu sein, in denen eine besondere zusätzliche Bedingung als erfüllt voraus- 
gesetzt wird, für die auf die Arbeit verwiesen werde. — In der vorliegenden Arbeit 
untersucht Verf. die Möglichkeit, im Tonellischen Satz die endliche Menge außer- 
ordentlicher Punkte durch eine unendliche Menge zu ersetzen, und gelangt zu dem 
Ergebnis, daß der Satz seine Gültigkeit behält, wenn unter Beibehaltung der zusätz- 
lichen Bedingung Tonellis die außerordentliche Punktmenge abzählbar ist und daß 
der Satz u. a. seine Gültigkeit verliert, wenn die genannte Menge die Mächtigkeit des 
Kontinuums hat. Indem Verf. die zusätzliche Bedingung Tonellis durch die, daß D(ö) 
im Burkillschen Sinn absolut stetig ist, ersetzt, dehnt er den Tonellischen Satz auf 
den Fall einer Menge außerordentlicher Punkte vom Maße Null aus und zeigt, daß 
das i. a. nicht ausführbar ist, wenn die genannte Menge positives Maß besitzt. Verf. 
führt endlich den Begriff der fastsubadditiven Funktion ein, die den der approximativ 
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subadditiven Funktion verallgemeinert, und beweist, daß der grundlegende Satz für 
jede fastsubadditive und absolut stetige Funktion seine Gültigkeit behält. Es folgen 
weitere beachtenswerte Anwendungen. L. Cesari (Pisa). 
Maximoff, Isaiah: On approximately (On, An) eontinuous funetions. Töhoku 
Math. J. 48, 34—42 (1941). 
Un point x, d’un ensemble mesurable Z est dit point de densite (g, A) de # 
dans un autre ensemble mesurable 7 contenant E, si pour ‚chaque intervalle 


a IN) AI = + ZA, onamli„E>u— m ou a = m(i,H), 
m(A) designant la mesure de l’ensemble A. Une fonction finie sommable /(z) de classe 1 


est dite approximativement continue (g„, A„) dans H, s’il existe un systeme d’en- 
sembles mesurables de H 


(a)aHı, Hr, (s=0,1,2,...;r=1,2,3, ...; (y,) suite de tous les nombres rationnels) 


formant, pour chaque r et quand s augmente indefiniment, des suites non decroissantes 
dont les limites respectives soient les ensembles de Z oü f(x) < y, {f(x) > yı} et tels 
que si y„» < y, et si M designe le plus grand des entiers r,t, chaque point de l’en- 
semble +’ (H%y,,} soit point de densit® (Ou+s, Au+) dans H de l’ensemble 
A“+ {Hy,‘. A Vaide de ces deux notions l’A. demontre trois tlieoremes dont le 
plus important est que toute fonction approximativement continue (0„, A„) dans H 
est une deriv6e dans H, c’est & dire que pour tout point x, de H on a 


ou h=i,H, w=m(h), 6=6 +6”, i,, = (2 — 0, &, + 6”). Puis P’A. cite un 
theoreme sur les fonctions possedant la propriete de Darboux [voir l’A., Prace 
mat.-fiz. 43, 241—265 (1936); ce Zbl. 13, 250] et etend ses considerations aux fonc- 
tions totalisables au sens de A. Denjoy. Frederic Roger (Paris). 


Popovieiu, Tiberiu: Notes sur les fonetions convexes d’ordre sup£rieur. 3. Mathe- 
matica, Cluj 16, 74-86 (1940). 

Die Arbeit knüpft an frühere Veröffentlichungen des Verf. an (vgl. dies. Zbl. 21, 
394; 23, 308; 25, 37). In vorliegender Arbeit werden Bedingungen dafür abgeleitet, 
daß Ungleichungen, die den bekannten Ungleichungen von Jensen, Hardy, Little- 
wood, Pölya, Bray, Kakeya und Toda nachgebildet sind, gelten, und zwar vor 
allem für Funktionen f(x), die in einem gewissen Intervalle (a, b) nichtkonkav sind. 
Das allgemeinste Ergebnis ist das folgende: Damit für jedes f(x) die Ungleichung 


r 8 
1) DI of) SD ß,fly,) mtr +s>3 erfüllt sei, wobei a<u, <my<..-<n,<b, 
=1 


i=1 2) 


a<sy Kp<:-<y=mbist, und die x; >0, ß,>0 derart gewählt werden, daß 


LE 8 

> =, ß,;=1, ist notwendig und hinreichend, daß sich rs positive Zahlen p,; der- 

i=1l 1 Mi 8 

art finden lassen, daß Ipu=1 (=12%,..,9; Dr =; Üi=1,2%,...,r); 
r i=1 j=1 


y Zn G=1,2,...,8) gilt, Ist f(x) konkav, so gilt in der Ungleichung (1) 
= 


immer das Zeichen >. Die Theorie wird auf nichtkonkave Funktionen höherer Ordnung 
verallgemeinert. Tullio Viola (Roma). 

Mandelbrojt, S.: Les fonetions indefinement derivables. (Liege, 17.—22. VII. 
1939.) C. R. Congr. Sei. Math. 47—50 (1939). 

Kurze Zusammenfassung der bedeutendsten Resultate, die hauptsächlich von Borel, 
Hadamard, Denjoy, Carlemann, H.Cartan und dem Verf. selbst gewonnen 
wurden. Sie sind insbesondere in der in dies. Zbl. 13, 110 besprochenen Schrift des 
Verf. wiederzufinden. Tullio Viola (Roma). 
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Neder, Ludwig: Modell einer Differentialreehnung mit aktual unendlich kleinen 
Größen erster Ordnung. Math. Ann. 118, 251—262 (1941). 

Verf. bezeichnet als „Zweck der vorliegenden Arbeit den Nachweis der Wider- 
spruchsfreiheit einer durch Weglassung der unendlich kleinen Größen höherer Ordnung 
vereinfachten, im übrigen aber ganz Leibnizischen Differentialrechnung mit aktual 
unendlich kleinen Größen (Differentialen) erster Ordnung.“ Dementsprechend sind 
die (unabhängigen) Veränderlichen Elemente eines Ringes von Größen (dualen Zahlen) 
A=a+namitn?=0, wobei a und « reelle Zahlen sind; die A sind linear geordnet, 
so daß das Monotoniegesetz für die Addition gilt. Die 7%& spielen die Rolle der un- 
endlich kleinen Größen. Unter den Funktionen werden nur die „Deckfunktionen“ F(X) 
zunächst der (gewöhnlichen) reellen, differenzierbaren Funktionen f(x) der reellen Ver- 
änderlichen x untersucht, wobei F(X) = f(x) +n&f(x) mit X=s+ nE& ist. Ins- 
besondere werden untersucht die „ganzrationalen“ Funktionen G(X)=g(x) +n&g'(z), 
wobei g(z) ein Polynom ist; femerr =e&+nede, SnX=sinc+ nE&cosz, 
CosX = cose— nfsinz. Sodann wird das Differential dX bzw. dF(X) der unab- 
hängigen bzw. abhängigen Veränderlichen definiert durch 4X =n€' mit willkür- 
lichem €’ bzw. dF(X)=F(X+dX) — F(X)=f'(x«)dX. Geht man zur Bildung der 
Differentialquotienten über, so tritt an Stelle der Gleichheit die Fast-Gleichheit 
(Zeichen: =); dabei heißen zwei Größen ‚„fast-gleich“, wenn sie bis auf (additive) 
unendlich kleine Größen gleich sind. Beispiel: En — nir-1, == e?, Abschließend 
werden einige wichtige Formeln aus der Differentialrechnung für Deckfunktionen 
F(X, Y) der gewöhnlichen reellen Funktionen zweier reeller Veränderlicher hergeleitet. 

Haupt (Erlangen). 

Bell, Clifford: A note on the use of the differential. Bol. mat. 14, 196—198 (1941). 

Verf. macht darauf aufmerksam, daß die Annäherung des Zuwachses durch das 
Differential nicht nur für kleine Zuwächse der Argumente, sondern auch für gewisse 
große Zuwächse gilt. Bei Funktionen einer und zweier Veränderlicher ist dies an 
Tangente und Tangentialebene leicht anschaulich zu machen. Für welche Zuwächse 
dies eintritt, wird allerdings nicht untersucht. Es wird für die Abschätzung der Genauig- 
keit nur auf das bekannte Restglied der Taylorschen Entwicklung f’’(x, + 0A x)(A x)?/2 
hingewiesen. L. Schrutka (Wien). 

Puig, Adam E.: Vereinfachter Beweis der Moivre-Stirlingschen Formel und geo- 
meirische Bestimmung des Fehlers. Rev. mat. hisp.-amer., III.s. 1, 21—26 (1939) 
[Spanisch] h 

Verf. greift die Beweise der bekannten De Moivre-Stirlingschen Formel auf, die 
sich auf geometrische Betrachtungen an der logarithmischen Kurve stützen; er bringt 
an ihnen eine elegante Vereinfachung an, die er ebenfalls aus geometrischen Über- 
legungen ableitet und die ihm unmittelbar die Existenz der eingehenden Grenzwerte 
und die bekannte Abschätzung des Fehlers zu beweisen gestattet. Luigi Beretta. 

Haag, J.: Sur le caleul de certaines intögrales au moyen de la fonetion I‘. Bull. Sci. 
math., II. s. 65, 181—185 (1941). 

Es handelt sich um die Berechnung des Integrals 


1 
J = [ar(1 — a)"(1 — ah... (1 aijede 
0 


unter den Nebenbedingungen m +1 >0,n +4, ++, +1>0,;=0 ganz. 
Entwickelt man (1 — z4)& ... (1 — Ya = 0... aa... 207, so wird 

1) J=eIn+V)I0;.., I (m tu At ++ V/I(mtaAıt +WAtnt2), 
jedenfalls solange n > —1 ist. Für n < —1 wird (1) sinnlos, kann aber unter Beran- 
ziehung der Funktionalgleichung der I-Funktion nach Wegheben der singulären Fak- 
toren in Zähler und Nenner sinnvoll gemacht werden und stellt dann immer noch J 
dar. Dies beweist Verf. Harald Geppert (Berlin). 
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Allgemeine Reihenlehre: 

Nieoleseo, Miron: Sur les suites doubles. (1. note.) Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 42, 
Nr 1, 53—56 (1941). 

Verf. führt den neuen Begriff der „convergence globale“ einer Doppelfolge ein, 
welcher allgemeiner ist als der übliche Konvergenzbegriff. Danach heißt eine Doppel- 
folge Sn „globalement‘‘ konvergent, wenn es zu jedem e > 0 zwei Zahlen M und N 
gibt, so daß |Syn — Imrpn — Imnsa — Imtp,nsg]) Se Ist für m>M, n>N 
und alle natürlichen p und q. Verf. beweist hierüber den Satz: Aus der Matrix jeder 
beschränkten und „globalement‘“ konvergenten Doppelfolge S,„„ (m —= Zeilenindex, 
n — Spaltenindex) kann durch Streichung von Zeilen und Spalten eine Matrix aus- 
gesondert werden, deren Elemente eine konvergente Doppelfolge bilden. Hieraus ergibt 
sich unmittelbar der Satz, daß für die Konvergenz einer Doppelfolge mit konvergenten 
Zeilen und Spalten die „‚convergence globale‘ notwendig und hinreichend ist. @. Lyra. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Soboleff, S.: Sur l’&valuation de quelques sommes pour une fonetion definie sur 
un röseau. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 4, 5—16 u. franz. Zusammenfassung 16 
(1940) [Russisch]. 

Soit D un domaine dans un espace de dimension n et soit 

Ua, &... &n = u(a,h, Kyh, EE %,h) 
une fonction arbitraire definie sur le reseau 
(dh, sh, 22. Q@uß), ar I Een 
De D on exclut les points du reseau qui ne sont pas des sommets d’aucun cube de 
cotes Ih interieur & D et dösignons par D’ le domaine restant. Pour les differences 
finies de la fonction u sur le reseau l’au. d&montre l’inegalite suivante: Posons 
1 


A 0 Ph" 2 == Se h" 
rn - Amt) | g Zu ltoa on | > 


= [3 Ya tr] 
D 
ee =. -- 
sideres de D’. Alorsonao,<=Mo, + No, ou M, N sont independants de la fonc- 
tion u et de A. N.Obreschkoff (Sofia). 
Popovieiu, Tiberiu: Introduction & la th&orie des differences divisees. Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 42, Nr 1, 65—78 (1941). 
Nach einer Wiederholung der Lagrangeschen Interpolationsformel, des Begriffes 
und der charakteristischen Eigenschaften der dividierten Differenzen (Bezeichnung 
[21, 225...» In+ı5 /] für das sonst übliche f(z,, 2%, ..., 2„41)) wird die Dar- 


o= 


= 
q 


‚la sommation &tant &tendue sur tous les points con- 


m 
stellung eines Ausdruckes F=))4,/(x,) durch dividierte Differenzen in der Form 
n m—_-n f i=1 
F= 2 md) +2 m=n+1, behandelt, und dabei werden für w; 
i= i= 


und »;, die Ausdrücke 


n m 
mr hp) 9= (rn — 2) I APirın-ı (m) 
| j=i+n 
gewonnen; dabei ist 


+5 

AN=t%), AN) = [a vor, Lirjs N; 9,5+1(%) =II@— a), 9%,0(2) = ie 
“=i 

Als Anwendung dieser Formeln ergibt sich eine Verallgemeinerung der Formel von 

Leibniz n+1 


[2 ; Layer, In+is /g] ala, b107 Pre 2 N- I; Titls see Tn+i1> 9]; 
i= 
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. n » 
ferner die Formel Ayt(f) -— AM = (274n — z) AL, (f) und die allgemeine New- 
=ı 


. Me 
tonsche Interpolationsformel. Ist 2, <z,<:.-<x,„,m>n-+J1l, und Br 


Inte Be 
eine beliebige Auswahl daraus, so gibt es eine Darstellung Er 
m—n 
[z;, ; Dosen, Se N 244.0). 
y 


Die Ausdrücke für die von / unabhängigen Koeffizienten A, werden hergeleitet. Für 
die dividierten Differenzen einer zusammengesetzten Funktion werden die folgenden 
Formeln ermittelt: 


1 ni 
I(&.) — I; 9ı —— 1; 9; 6 3. 15 [2 ; %a, ...;, Tn+15 @(f)] z>eln, le; ...;, I; @], 
n+1 rZ | 
Ki+1 =2, 2 Tayeee, Li_1, Yrils ++, AZ Litils ++ +5 In+1o %; 1: 
Hinsichtlich weiterer Ergebnisse wird auf T. Popoviciu [Mathematica, Cluj 8, 1—85 
(1934); dies. Zbl. 9, 59] verwiesen. F. Knoll (Wien). 


Merli, L.: Sulla convergenza in media della formula di interpolazione di Lagrange. 
Giorn. Ist. Ital. Attuarı 12, 34—42 (1941). 

f(x) sei eine in (—1, +1) stetige Funktion, Z,„(x) das zugehörige, mit den Inter- 
polationsstellen z,,..., x, gebildete Lagrangesche Interpolationspolynom. Benutzt man 
für die z; die Nullstellen der zu einem Gewicht p(x) = 0 gehörenden Orthogonalpoly- 
nome ,„(x),sogiltnach Erdösund Turan[Ann. of Math., II.s. 38, 145 (1937) ; dies. Zbl.16, 


+1 
106] die Beziehung (1) „im fp(=) [/(z)— L,(z)]?dz=0, die man, falls p(2)>const>0 
| 51 
in (—1, +1) ist, durch die Konvergenz im Mittel (2) lim j[r® — L„(2)’dz = 0 
n>X 


1 
ersetzen kann. Setzt man p(z) =[(l — z)/(1-+ 2)]%, also ®„(z) gleich dem Jacobi- 
schen Polynom J„($, —#, z) = sin(n+ #) Olsin.; x = 086, so ist der letzte Schluß 


nicht anwendbar. De beweist aber, daß auch bei der Benutzung dieser Interpolations- 
2kn 

In Tr 
sätzlich einer Lipschitzbedingung mit dem Exponenten x =# +, e>0 genügt. 
Harald Geppert (Berlin). 

Miranda, €.: Aleune generalizzazioni delle serie di funzioni ortogonali e loro appli- 
eazioni. Rend. Semin. mat. fis. Torino 7, 3—17 (1941). 

Conference consacree aux systemes de fonctions pseudo-orthogonales. Soit L un 
operateur lin&aire qui transforme une fonction f(x), continue sur l’intervalle (0, 1), 
en un vecteur L/f d’un espace & r dimensions; X designera le produit scalaire des 
vecteurs de cet espace; les fonctions p;(z) sont dites pseudo-orthogonales et normales 
sur l’intervalle (0, 1) lorsque 


stellen z, = cos (k=1,...,n) die Konvergenzbeziehung (2) gilt, falls f(x) zu- 


al 
(ptdgdet+ipxim=0 i ith =1 di=k 
0 


la serie de Fourier de f(x) relativement & ce systeme de fonctions est par definition 


1 
2 942) ro)pr(@)dz + LixLpi|. 
0 


Le cas oü L/ est le vecteur (p}f(a,), - - -, Pr/(@,)), Pr, a) &tant des constantes a depuis 
longtemps &t& rencontr& dans l’etude d’une corde vibrante portant des masses ponc- 
tuelles (Duhamel, Rayleigh) et en @lectromagnetisme (Wagner); A. Kneser puis 
Teichmann ont ä ce propos construit leur theorie des %quations integrales «chargees», 
dont Y’A. rappelle les grands traits. — L’A. signale l’interet des systemes pseudo- 
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1 1 
orthogonaux correspondant au choix L/ = | IHEP-AGLER a [naauaae) oü 
0) ö 


les X,(z) sont des fonctions donn&es. Il rappelle que les fonctions propres de l’equation 
symetrique 


1 
ve r[CwynPway, cr and ka + I 
0 1sh=zr 
constituent un tel systöme, et que des developpements de Fourier classiques s’eten- 
dent ä ce cas [cfr. Miranda, Rend. Circ. mat. Palermo 60, 286—304 (1936); ce Zbl. 
17, 356]. J. Leray (Paris). 

Bosanquet, L. S.: A solution of the Cesäro summability problem for suecessively 
derived Fourier series. Proc. London Math. Soc., II. s. 46, 270—289 (1940). 

L’au. demontre le theor&me suivant: la condition necessaire et suffisante pour 
que la serie de Fourier de la fonction f(x) periodique de periode 27 integrable L, 
derivee successivement r fois soit sommable (C, x-+r), x>0, au point x avec la 
somme s est qu’ils existent des constantes &, telles que la fonction q(t) soit integrable 
dans le sens de Cesäro-Lebesgue dans (0, r) et la serie de Fourier de g(£) soit 
sommable (C, &) avec la somme s au point t=0. lci g(t) designe la fonction 


_-1 
fa) + fe Kar 9, ; 
ı=7 > _ RT rl rt pair: 
fe+9-1@-9 ST 
Ya x a N K2r- en . . 
a 3 = I: ca | ‚  rimpair. 


Un theoreme analogue pour les derivees de la serie conjuguee est aussi donne. Pour 

le cas particulier r=1 et pour la definition de l’integrale au sens de Cesäaro-Lebesgue 

voir la note de l’au. dans Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 67—74 (1939) (ce Zbl. 21, 21). 
N.Obreschkoff (Sofia). 


Mareinkiewiez, J., and A. Zygmund: On the behavior of trigonometrie series and 
power series. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 407—453 (1941). 


Es seien (1) $a, + (a, cosv@ + b, sin») eine trigonometrische Reihe und 
oo v=1 
(2) Z (a, sin» — b, cos») deren konjugierte Reihe (a,,a,,b,, v=1,2,... reelle 
v=1 


Zahlen). Es seien 0%(0) und 6%(@) die Cesäroschen Mittel &-ter Ordnung der beiden 
Reihen. Wir setzen lim 0%(#) = o,(®), ‚im o,(0) = 0*(0), w,(0) = o*(0) — 0,(0) 
Beh >00 
und nennen 0,(0), 6*(6), ©,(0) die analogen Werte für die Reihe (2). In einer früheren 
Arbeit (dies. Zbl. 14, 111) haben Verff. die folgenden Sätze bewiesen, die die schon 
bekannten von Kuttner (dies. Zbl. 11, 255) und Plessner (dies. Zbl. 13, 350) ver- 
allgemeinern: I) Ist (1) nach Abel in einer Punktmenge Z positiven Maßes summier- 
bar und o„,(0)>—oo für jeden Punkt von Z, dann gilt (a) fast überall in Z 0*(0)<-+ 00, 
—00<0,(0) = 0*(0) < +00, &,(0) = w,(0) und (b) die Reihen (1) und (2) sind 
fast überall in Z für jedes e>0 (0, & + e)-summierbar, und für ihre Summen 8(6) 
und s(6) gelten die Beziehungen s(6) = [0,(0) + 0*(6)]/2, s(6) = [5,(6) +6°(6)]/2. — 
II) Wenn in allen Punkten einer Menge E positiven Maßes 0%(0) = O(l) gilt, dann 
gelten (a) und (b). In der vorliegenden Arbeit liefern Verff. für die obenstehenden 
Sätze einen neuen Beweis, der einfacher als der schon früher von denselben Verff. 
gegebene ist. — Wir nennen eine Menge I der komplexen Ebene z= x -+ iy von 
kreisförmiger Struktur, wenn ein Punkt z, (Mittelpunkt von I) vorhanden ist, so daß 
mit einem Punkt Z aus I auch alle Punkte z, für die | — 2,|=|£ — zo| gilt, zu I 
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gehören. Die Menge A (z,, &, BP) (O=zx=<ß< H+ oo)der Punktez mita < 2—2o| <ß 


heiße ringförmig mit dem Mittelpunkt z,. Es sei (3) D'c,2” eine Potenzreihe 
v=l 
(,,»=1,2,... komplexe Zahlen), deren Konvergenzkreis der Kreis l2| <lıst. Es 
seien 7„(6) die Cesäroschen Mittel der Ordnung & der Reihe (3) im Punkt z = ei®. 
Wenn für ein gegebenes ® die Reihe (3) mit der Summe t(0) (C, & + 1)-summierbar, 
aber nicht (C, &)-summierbar ist, und wenn wir 
m(6) = lim |77(0) —:(0)|, M(6)= lim |17(6) — i()| 
n>» >: 00 
setzen, so ist evident, daß die Häufungsmenge Z = L,() der Folge t*(9),n=1,2, ..., 
ausschließlich aus Punkten des Ringes A[t(0), m(6), M(0)] gebildet ist, der sich even- 
tuell auf einen Kreis reduziert. Verff. beweisen den folgenden neuen, bedeutenden 
Satz: III) Wenn für eine Menge Z von Punkten 6 die Reihe (3) (C, & + 1)-summierbar 
ist, ohne (C, &)-summierbar zu sein, und Z positives Maß besitzt, dann hat für fast alle 
Punkte von E die korrespondierende Menge Z=L,(®) kreisförmige Struktur. Wenn 
überdies c„ — 0 gilt, dann fällt Z=ZL,(®) mit A[t(0), m(0), M(0)] zusammen. 
L. Cesari (Pisa). 
Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Toscano, Letterio: Formule di addizione e moltiplieazione sui polinomi di Laguerre. 
Atti Accad. Sci. Torino 76, 417—432 (1941). 
Für die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome L/”(z), die durch 
(> i)° —Le-zt/(1—-t) = 2% (x) 
n=0 
definiert sind, wird ein neues Additionstheorem 
ee Tape +)= = Doz) han La) 


und ein Multiplikationstheorem 


n r ; 
Lo (4 = a. ri N, Fi-lv + 140; Mae +20), 


gültig fir >—1l, v>—1 und mit ,#, als hypergeometrischer Funktion in der 
Pochhammerschen Bezeichnung, abgeleitet. Ferner werden eine Reihe von Beziehungen 
zwischen Hermiteschen und Laguerreschen Polynomen abgeleitet und Reihenent- 
wicklungen nach letzteren aufgestellt, insbesondere 


E h'L (x) 
A le > m 72 
r=0 
wobei J, die Besselsche Funktion vom Index « ist. W. Magnus (Berlin). 


Trieomi, Francesco: Generalizzazione di una formula asintotica sui polinomi di 
Laguerre e sue applieazioni. Atti Accad. Sci. Torino 76, 288—316 (1941). 

Verf. leitet zunächst folgende asymptotische Darstellung der verallgemeinerten 
Laguerreschen Polynome L/#(t) für große n her: 


en ei? b > ' % 2 Eu 
(1) 8 ro cosın(29 + sin29) + (1+)9 — (1+20)7|; 


/ e BR R 
hierin ist sind = Vz; (es muß also 0 <t<4n sein!). Formel und Beweis sind ein- 
N 


fache Verallgemeinerungen des von Moecklin behandelten Sonderfalles , 
[Comment. math. helv. 7, 24—46 (1934); s. dies. Zbl. 10, 23]. Die überraschend gute 
Annäherung von L‘®(t) durch die rechte Seite von (1) schon bei verhältnismäßig 


kleinen Werten von n gibt Veranlassung, die Nullstellen von Zy"(t) durch diejenigen 


26 
Zentralblatt für Mathematik. 23. 
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des Kosinus auf der rechten Seite von (1), also durch die Wurzeln der Gleichung 


(2) 29 + sin29 + - - "9 = (r u ._ — (k ganzzahlig) 
zu approximieren. Auf diesem Wege wird gezeigt, daß für -1<a< $ alle n Null- 
stellen A®, (k=1,2,...,n) von L/%(t) reell und positiv sind und (für großes n) 


näherungsweise (aber nicht asymptotisch!) durch 4n sin?d,”, dargestellt werden 
können, wo 9%, die im ersten Quadranten gelegene Wurzel der Gleichung (2) bedeutet. 


Weiter wird so eine interessante Verteilungseigenschaft der Nullstellen A}, nach- 

gewiesen: die Punkte (m, Yn (0, liegen (bei festem «&) alle annähernd in den Ecken 

eines Parallelogrammgitters. Besondere Behandlung erfahren die größte und kleinste 

Wurzel A, und A'®, (die Wurzeln A/®, sind nach steigender Größe geordnet gedacht); 

es werden für sie numerisch brauchbare Berechnungsverfahren angegeben. Im Anschluß 
t 


an Formel (1) wird schließlich die interpolatorische Darstellung von e 2L,(t) durch 
die Funktion en — 008 [n28 + sin29) — 2 +9 -— ß\ mit den beiden willkür- 
Yan sin2# % 
lichen Konstanten A und ß erörtert und ihre gegenüber (1) (für & =0) noch bessere 
Annäherungsgüte gezeigt. Anhangsweise ist eine Tabelle der numerischen Werte von 
t 


e 2 L,(t) fürn=1,2,...,10 beigegeben, und zwar im Intervall O (0,1) 1 auf 4, in 
den Intervallen 1 (0,25) 3, 3 (0,5) 6 und 6 (1) 34 auf 5 Dezimalen (die eingeklammerten 
Zahlen bedeuten die jeweilige Argumentschrittgröße). Schoblik (Brünn). 

Trieomi, F.: Sviluppo dei polinomi di Laguerre e di Hermite in serie di funzioni 
di Bessel. Giorn. Ist. Ital. Attuari 12, 14—33 (1941). 1 n 

Für die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome Z/® (t) = sa Zn (e-!mte) 
werden Reihenentwicklungen nach Besselschen Funktionen abgeleitet, die eine rasche 
Berechnung von L/® für große Werte von n gestatten. Es gilt 


e=# 110 (f) —= my A,(h) („)' u Er & (2 Yri) 


n!n* 
i=0 


mit 


< 1. [+ Dep 
D) Ah)?=e are AOV=(-NIR m); Al=L;ettntln), 
l=0 


Da die Hermiteschen Polynome H,„(x) durch 
2 2 

Bu) AT); Anl) = (Mala) Kür n=0,1,2,...) 
gegeben sind, lassen sich hieraus auch Reihenentwicklungen der 4„(2) (m=0,1,2, ...) 
nach Besselschen Funktionen von halbzahligem Index gewinnen, die besonders für 
h=} (8. oben) und große Werte von m gut konvergent sind; die Resultate werden 
durch ein Zahlenbeispiel [Berechnung von H,(z) für einige Werte von x zwischen 0,2 
und 1,3] erläutert. W. Magnus (Berlin). 


Rutgers, J. 6.: Sur des series et des integrales definies eontenantes les fonetions 
de Bessel. 4. Mitt. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 840-851 (1941). 
Aus früheren Formeln (zu den früheren Mitt. s. dies. Zbl. 25, 42, 161) wird die 


Beziehun 0 
5 Da Den u—v 
ol - Diana. | ” \rterent la) 
u Vz 


= [Ina )Ierılda or, RO> 1, RO)>—ı 
0 
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abgeleitet, woraus durch Spezialisierung der Parameter und Heranziehung weiterer 
früherer Formeln Entwicklungen gewonnen werden wie z.B.: 


DDR +Y@+ 2m + Yeran+sle) = RU an a 
n=0 {) Ro) 


Ferner wird mittels der bereits bekannten Gleichung 


Drl, > ’) J,+2n+1(2) = = Jr+1 (2)7: (2) 


2 2 
die een 


f IR 
i J,( “.: &) J,_3(@ = &) J20+1(2%) u => ”_ 1 J,+0+1(8) 2 2). 
Rr)>—3,Rleo)>—4 
abgeleitet, woraus durch Spezialisierung nn Parameter en Integralformeln sich 


en — Endlich werden noch für A») > —}, R(u) > R(o) > —} die Formeln 


es er 
Se NE | - 1 [16-18 Sinn: un, 
{ —=aj@ 


Se Ir ran+ıl@)d»+2n+4(@) = ee +2 — 0) sin? -Ya— a, 


n=0 


Sy Are = ae 0) Ju-e-ıla— a) 2a) —a da 
n=0 
abgeleitet und bei speziellen Werken der Parameter weiter behandelt. 
Volk (Würzburg.) 

Humbert, Pierre: Sur les fonetions X de Bessel. Mathematica, Timisoara 17, 59—64 
(1941). Er 

Bezeichnungen: f(p) C h(t) heißt: f(p) = oje pth(t)dt. Es sei K, die modifizierte 
Hankelsche Funktion vom Index » und 

i>K,ltyi) = ker,(t) + ikei,(t); 

es sei ferner & © 

ln [22 dei [= ds, Al) = sinteilt) — costsift), 

t t 

B(t) = —costei(t) — sintsi(t); Eift) =cift) + :sift). 

Mit Hilfe der Laplacetransformation werden dann u.a. die folgenden Formeln ab- 


geleitet: 3 B(p-!) c ker, (2 Ye) : —+4(p!)ckei,ft), 


kerg® — 2 Inyl + «#4 du, kei,(x) = en arctgu?du; 
0) 
2kein(Yp) ERS, 2ker, (2yp) c—cilt-)), 2K,l2yp)c -Ei(—tN); 
2p"+DI2 ker, Br) ae, Dunn 
—2kei, (21) = ea 2ker, (2 r) „ [ariaee: 5 ns 


+1 : 
0 W. Magnus (Berlin). 
26* 
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Brauer, Peter, und Elfriede Brauer: Über unvollständige Anger-Webersche Funk- 
tionen. Z. angew. Math. Mech. 21, 177—182 (1941). 

Bei einem Problem des Straßenbaus tritt die Kurve mit der natürlichen Gleichung 
K=r(cospo — 1) auf, wobei X die Krümmung, o die Bogenlänge ist und r und p 
Konstanten sind. In kartesischen Koordinaten «, v lautet die Gleichung der Kurve 


8 8 
: . i > ; 1 
u= [cos(r sing — po)do, v — [sin (r sing — po)do; für s=x sind a bzw. at 


ö 6 
die Angersche bzw. Webersche Funktion vom Index p und Argument r. Mit Hilfe 
der Jakobi-Angerschen Fourierentwicklung von ei"®ine ergeben sich Reihenentwick- 
lungen für u und v mit Besselschen Funktionen vom Argument r als Koeffizienten; 
diese werden in dem für die Anwendungen besonders wichtigen Fall p = r zur Berech- 


nung einer Tafel benutzt, welche im Intervall O<s=x mit Schritten von 5, und 


im Intervall O<p=0,5 mit Schritten von z„!; die Werte von u/rz und v/z bis auf 
eine Einheit der 6-ten Stelle nach dem Komma genau wiedergibt. W. Magnus. 


Wright, E. M.: The asymptotie expansion of the generalized hypergeometrie 
funetion. Proc. London Math. Soc., II. s. 46, 389—408 (1940). 

In einer früheren Arbeit [J. London Math. Soc. 10, 2836—293 (1935); s. dies. Zbl. 13, 
21] hat Verf. sechs Theoreme über asymptotische Entwicklungen der verallgemeinerten 


hypergeometrischen Funktionen „F,(z) = ib) Z, wo 
v=0 
HK ) Z(ßı = al) DER: ID, Zu 0) 
T (u + 018) Tl + 00) 


mit reellen positiven, der Bedingung k=1 + Io; — 2a; > 0 unterworfenen Zahlen 
%1,...,&p Und O,,...,0, an den Stellen 2=0,1,2,... regulär vorausgesetzt wird, 
ohne Beweis angegeben. Fünf dieser Theoreme sind Sonderfälle von Ergebnissen über 
allgemeinere Funktionenklassen, die Verf. inzwischen veröffentlicht hat [Philos. Trans. 
Roy. Soc. London A 238, 423—451 (1940); s. dies. Zbl. 23, 140]. Die vorliegende 
Arbeit bringt nun den Beweis des sechsten Theorems, welches sich auf den Fall bezieht, 
daß /(t) höchstens endlichviele Pole besitzt, und zum Ausdruck bringt, daß dann für 
große |z| asymptotische Entwicklungen der Gestalt 


p Nm Kae 
Mo I(Z,) + I(Z,, wenn 1<k<2 
F = Ga _— Am 1 2 
„Fa) > iR) Hz wenn k=1 


m=0n=0 
gelten, ww Z= k(h|z|)t* . ei-argz/k mit h— aM... dr ee 0, und 


Z,,. = |Z| exp[i(arg(—2) + a): k] 
M-1ı 
gesetzt ist und /(X) einen Ausdruck der Form X®.eX. 12 AN ox-| mit 


m= 


= x a RE —— b d = 0 
22 1m+ 39 — p) bedeutet Schoblik (Brünn). 
Funktionentheorie: 


Kee Yoshitomo: On interpolation by polynomials. Töhoku Math. J. 48, 68—-70 

Ist /(2) eine auf |2|< 0 > 1 eindeutige reguläre Funktion und p„(z) dasjenige 
Polynom n-ten Grades, welches mit f(z) an den (n + 1)-ten Einheitswurzeln im an 
tionswerte übereinstimmt, so konvergiert bekanntlich die Folge aa ln=l,....) 
in 2|<oe gegen /(z) und sogar gleichmäßig auf jeder abgeschlossenen Teilmenge 
von |z| <.o. Die Folge {pn(2)}, (n = 0,1,...) divergiert für |2|>o, wenn f(z) auf 
|z2| = e mindestens eine singuläre Stelle besitzt. Verf. verallgemeinert diesen Satz in 
folgender Weise: In der Polynomfolge {Pn+ı()}; (n=0,1,...) habe jedes Poly- 
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nom Py+ı(2) =2"t! + a”2" +... 4a”, lauter verschiedene Nullstellen Ko), 
(k=1,2,...,n +1) und es sei || <r,< 0, wobei r, von k und n nicht abhängt. 
n+1 (n) 
Ferner sollen zwei Konstanten A und a existieren, so daß >" es | = A=-1,0=-0=p 
. . . ee 
gilt. Ist nun p„(2) dasjenige Polynom n-ten Grades, welches mit /(z) an den Stellen 
Ph (k=1,2,...,n +1) gemeinsamen Funktionswert hat, so besitzt die Polynom- 
folge {pn(z)}, (n=0,1,...) die gleichen Konvergenzeigenschaften wie im voran- 
gehenden Satz. Lammel (Prag). 


Neumann, Ernst Richard: Inversion und konforme Abbildung von Komplementär- 
gebieten. Math. Ann. 118, 276—285 (1941). 

In zwei früheren Arbeiten (Math. Ann. 116, 534—554, 664—700; dies. Zbl. 20, 
304; 21, 319) behandelte Verf. die folgende Aufgabe: Die Funktion w = f(z) vermittele 
die schlichte konforme Abbildung eines von einer Jordankurve /', berandeten Ge- 
bietes @, in das Normalgebiet |w| <1. Gesucht ist die Funktion w = f*(z), die das 
Komplementärgebiet @* in |w| < 1 abbildet. — Die Aufgabe wurde unter einschränken- 
den Bedingungen an J', mit potentialtheoretischen Hilfsmitteln gelöst. Dabei war u. a. 
die Bestimmung einer „‚Grundrestbelegung‘‘ von I’, erforderlich. In der vorliegenden 
Arbeit wird dargelegt, wie bei Zulassung der Inversion als Hilfsmittel die Bestimmung 
der „Grundrestbelegung‘‘ vermieden werden kann. Wittich (Göttingen). 

Biernacki, M.: Sur la reprösentation eonforme des domaines &toiles. Mathematica, 
Cluj 16, 4449 (1940). 

Beweis zweier Sätze über schlichte und sternförmige Abbildungen des Einheits- 
kreises: 1. w= f(z) = a,2 + ag2? + --- bilde |2|< 1 schlicht und sternig bezüglich 
= 0 ab, und es gelte für z, (|2,|<1)fz,) =2,. Die Funktion F(z,, 2%,,.... 2) 
sei für jedes x, mit x, > 0 stetig, positiv und wachsend. Die ursprungsnächsten Rand- 
punkte auf n beliebigen, von w = O0 ausgehenden Halbstrahlen YY, H%,..., H% seien 
w*,wf,...,w*. Es ist immer möglich, das System der Halbstrahlen so um den 
Punkt »=0 zu drehen, daß für die auf den neuen Halbstrahlen 4,,H,,..., An 
gelegenen ursprungsnächsten Randpunkte w, die Beziehung 


Rio, zn...) >21), 3) 
gilt. — Unter der Voraussetzung, daß der Rand des sternigen Gebietes durch eine 
integrierbare Funktion 0 (9) (w = oeiP) gegeben wird, folgt bei jeder für x > 0 stetigen, 
SITE 


ositiven und wachsenden Funktion A(z) durch Grenzübergang h(o(P))d9>Ah(1). 
E 27 


ö 
— 2. Die Bedingungen an w = f(z) sind dieselben wie in 1. Die Forderung f(2,) = 2% 
wird durch |/’(z,)| = 1 mit |z,| < 1/10 ersetzt. Dann bedeckt das w-Bild des Einheits- 


cn 3 
kreises vollständig einen Kreis |w| <o, wobei o > aa gilt. — Die Schranke 
4 1+l2)| 


ist genau, die Extremalfunktion wird angegeben. Die Beweise stützen sich wesentlich 
auf Variationsformeln von G. Julia. Wüttich (Göttingen). 

Martinelli, Enzo: Studio di aleune questioni della teoria delle funzioni biarmoniche 
e delle funzioni analitiche di due variabili eomplesse coll’ausilio del ealcolo differenziale 
assoluto. Atti Accad. Italia, Mem. 12, 143—167 (1941). 

Verf. geht von dem Begriffe der konjugierten Richtung im Raume der komplexen Ver- 
änderlichen z,, z, aus. Zwei aufeinander senkrechte Richtungen in einem Punkte heißen 
konjugiert, wenn sie eine analytische Ebene bestimmen. (Eine ae +VV ist 
regulär in der Umgebung eines Punktes, wie Verf. betont, wenn dort 7. = 7, , w0 5 
konjugierte Richtungen sein sollen.) In jedem Punkte einer Hyperfläche gibt es eine 
Tangentenrichtung s, die zur Normale der Hyperfläche konjugiert ist. So ist eine 
Linienkongruenz [s] auf der Hyperfläche eindeutig festgelegt. Ausgehend von dieser 
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Kongruenz wird mit den Methoden des absoluten Differentialkalküls eine einfache 
Formel angegeben, die zu vorgeschriebenen Werten u auf dem Rande eines Bereiches ®: 
im (w, 2)-Raume eine in ® biharmonische Funktion liefert, welche auf dem Rande 
von ® sich den Werten von u anschließt. (Siehe zu diesem Problem schon F. Severi, 
dies. Zbl. 4, 221.) In dieser übersichtlichen Formel tritt ein zweiter Differentialope- 
rator A?u auf, der in bezug auf die Kongruenz [s] gebildet wird. — In Verbindung 
hiermit wird auch eine Formel angegeben, die es gestattet, die Werte einer analytischen 
Funktion f(z,, 2,) im Innern eines Bereiches durch ein Integral über den 3 dim. Rand 
auszudrücken. — Entsprechendes gilt auch für Funktionen von n komplexen Ver- 
änderlichen. Behnke (Münster i. W.). 


Anghelutza, Th.: Une remarque sur une gen6ralisation des fonetions analytiques. 
Mathematica, Cluj 16, 53—56 (1940). 

Verf. stellt eine Behauptung von M. Nicolesco (These, Paris 1928, Gauthier- 
Villars, 8. 86—90) richtig und zeigt, daß die vom selben Verf. gegebene Verallge- 
meinerung der analytischen Funktionen [Mathematica, Cluj 3, 134—143 (1930)] sich 
auf die bekannte, von Beltrami stammende Verallgemeinerung zurückführen läßt. 

E. Martinelli (Roma). 


Gewöhnliche Ditferentialgieichungen. Differenzengleichungen: 


Geolab, St.: Un th&or&me de la theorie des &quations diffErentielles approch&es. 
Mathematica, Cluj 16, 61—65 (1940). 

Soit /(x) une fonction lipschitzienne v£rifiant les conditions: f(x) <O pour z>0; 
0) =0; (0) <0. Soit z,(t) une solution de l’&quation differentielle dz/dt = (x), 
tele que 2,(0)>0. Soit z,(f) une solution positive de l’e&quation differentielle 
daj/dt=f'(0)x. L’A. prouve que, pour t>0, le quotient z,(t)/xz(t) reste compris 
entre deux constantes positives. Sa demonstration consiste & etudier l’allure de l’inte- 


= 
grale t=[dzjf(x) pur > +0. Jean Leray (Paris). 
% 


Chazy, Jean: Sur la valeur ä P’infini des solutions de certaines &quations diffören- 
tielles. ©. R. Acad. Sci., Paris 208, 1446 (1939). 

L’A. signale qu’une proposition de T. Peyovitch [C. R. Acad. Sci., Paris 208, 
960—962 (1939); ce Zbl. 20, 358] admet une d&monstration plus simple et de portee 
plus generale. Jean Leray (Paris). 


Conforte, Fabio: Sull’integrazione di un sistema di equazioni, relativo alla teoria 
dello strato limite gassoso. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 2, 127—137 (1941). 

‚Verf. berichtet, wie im Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo dieInte- 
gration des folgenden Systems zweier gewöhnlicher nichtlinearer Differentialgleichungen 


Dr yy’tar=0, l-o)yatl@"toay=0, O0=<ı=l 
mit den Randbedingungen 
(2) y(0)=0, 20)=b yl)=0 2:W)=1, 


die bei der Untersuchung der Grenzschicht eines Gases längs einer ebenen Wand auf- 
treten (vgl. nachstehendes Ref.), durchgeführt worden ist. Durch eine genaue Analyse 
des Systems (l) in der Umgebung des Punktes x =1 zeigt Verf. zunächst, wie man. 
die aufeinanderfolgenden Ableitungen von y(z), 2(x) in einem nahe an z=1 ge- 
legenen Punkte trotz der Singularität, die das System im Punkte z=1 infolge der 
Bedingung y(l) =0 besitzt, mit großer Genauigkeit berechnen kann. In den Aus- 
drücken jener Ableitungen erscheinen zwei willkürliche Integrationskonstanten, nach 
deren Fixierung man mittels des Verfahrens von Cauchy-Lipschitz bis zum Punkt 
ı=0 gelangen kann. Natürlich werden i. a. in x = 0 die ersten Gleichungen von (2) 
nicht erfüllt sein. Diese befriedigt man durch schrittweise Versuche einer Abänderung 
der beiden Integrationskonstanten. C. Tolotti (Roma). 
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Croceo, Luigi: Sullo strato limite laminare nei gas lungo una lamina piana. Rend. 
Mat., Univ. Roma, V.s. 2, 138—152 (1941). 

Verf. schreibt die vereinfachte Form der von ihm für den allgemeinen Fall in 
einer anderen Arbeit abgeleiteten Gleichungen für die Enthalpie und die viskose Span- 
nung an in dem Falle, daß es sich um die Grenzschicht eines Gases längs einer ebenen 
Wand handelt. Die Integration dieses Systems wurde im Istituto Nazionale per le 
Applicazioni del Caleolo geleistet (vgl. das vorhergehende Ref.). Verf. beschränkt sich 
auf die Erläuterung der hauptsächlichsten Folgerungen aus der Integration, die für 
die Prandtlsche Zahl der Luft und verschiedene Zähigkeitsgesetze ausgeführt wurden, 
und vergleicht sie insbesondere mit den für die Prandtlsche Zahl 1 geltenden Ergeb- 
nissen. ©. Toleotti (Roma). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie : 


Pfeiffer, G.: La methode sp£ciale d’int6gration des öquations non lineaires et des 
systemes eomplets d’&quations non lin&aires aux deriv&es partielles du premier ordre 
d’une fonetion inconnue. Rec. Trav. Inst. Math. Nr 2, 5—117 u. franz. Zusammen- 
fassung 118—119 (1939) [Ukrainisch]. 


Pfeiffer, G.: Elargissement du domaine de Papplieation de la möthode speeiale 
d’integration des &quations non lineaires et des systömes complets d’&quations non 
lineaires aux d£rivees partielles du premier ordre d’une fonetion inconnue. Rec. Trav. 
Inst. Math. Nr 2, 120—142 u. franz. Zusammenfassung 143 (1939) [Ukrainisch]. 


Vranceanu, G.: Sur les invariants des equations aux dörivees partielles du second 
ordre. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 42, Nr 1, 91—105 (1941). 

Bekanntlich werden die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
F(z, y,2, p, q,r,s,t) =0 in zwei Klassen eingeteilt, je nachdem ihre Charakteristiken 
verschieden sind oder zusammenfallen. Im ersten Falle besteht eine weitere Unter- 
teilung der Differentialgleichungen, und zwar je nachdem, ob beide Systeme der 
Charakteristiken der Differentialgleichung oder eines von zweiter Ordnung oder 
beide Systeme von erster Ordnung sind. Im zweiten Falle zerfallen die Differential- 
gleichungen in zwei Unterklassen, je nachdem das charakteristische, aus 5 Gleichungen 
in 7 Veränderlichen bestehende System der Differentialgleichung vollständig integrier- 
bar ist oder nicht. Demzufolge gibt es im ganzen 5 Klassen von Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Diese Klassifikation wird hier systematisch durchgeführt, und zwar 
durch Betrachtungen des zu einer Gleichung F (x, y, z, 9, 9, r, 5, t) = 0 gehörigen Pfaff- 
schen Systems de — pdz — qdy=dp— rde— sdäiy=dqg— sdze—tdy=0. Die 
nicht vollständig integrierbaren Gleichungen mit zusammenfallenden Charakteristiken 
werden einer späteren Untersuchung vorbehalten. O. Boruvka (Brünn). 

Vranceanu, 6.: Sur P’öquivalence en g&ometrie. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 42, 
Nr 2, 69—97 (1941). 

Es sei gegeben einerseits ein System von n Pfaffschen Formen ds!,..., ds” und 
m Funktionen fl,..., f” in n Veränderlichen z!,..., x", und andererseits ein System 
von n Fırmen ds!,.... ds" und m Funktionen fl, ..., /”in n Veränderlichen x}, ..., &*. 
Die beiden Systeme werden bekanntlich als äquivalent bezeichnet, wepn es eine Trans- 
formation Ü= (el, ..., a", ,j=1,...n, gibt, welche die Funktionen IM, 
h=1,...,m, in die f* überführt und die Formen ds nach den Formeln ds’ = ds? 
transformiert, wobei die c; bestimmte, im voraus gegebene Bedingungen erfüllen. Die 
vorliegende Arbeit enthält eine Übersicht über wichtigste Ergebnisse der Aquivalenz- 
theorie, die mit den klassischen Untersuchungen von E. Cartan und mit der Theorie 
von Räumen mit affiner Konnexion im engsten Zusammenhange stehen. Verf. be- 
trachtet insbesondere den Fall, daß die linearen Substitutionen |cj| einer sepa- 
rablen Gruppe angehören eo 0; k=1l,..,m; &=m+ 1, on n) und be- 
weist, daß sich in diesem Falle das Äquivalenzproblem auf dasjenige betreffend 
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zwei Räume mit affinen Konnexionen reduziert; diese Konnexionen sind vollständig, 
wenn die beiden invarianten Systeme S, (ds? = 0), S,(ds* = 0) keine integrierbaren 
Verbindungen besitzen. Weiter wird auch der Fall, daß es integrierbare Verbindungen 
gibt, eingehend untersucht. Als Anwendung dieser Theorie werden ‚die Invarianten 
eines Systems von Differentialgleichungen zweiter Ordnung d?=*/dt? — F*(z, daj/dı,t)=0, 
i=1l,...,n, in bezug auf Transformationen von der Form Dee 
ti =t, untersucht. O. Boruvka (Brünn). 

Thöodoresco, N.: La g&ometrie de l’&quation des ondes. 2. Bull. Math. Soc. Roum. 
Sci. 42, Nr 1, 7989 (1941). 

Für Teil I vgl. dies. Zbl. 25, 179. — In einem Riemannschen Raum gilt für den 
Fundamentaltensor &;, die Gleichung Y,&;n = 0. Es ist aber möglich, daß die Glei- 
chung #;g;n =0 für g9;„ mehrere Lösungen gestattet. Es ist dann g,,2°2° = konst. 
für jede Lösung g;, ein erstes Integral der Differentialgleichung der geodätischen Linien. 
I. a. ändert sich die Anzahl der linear unabhängigen Lösungen g;, durch eine konforme 
Transformation des Raumes. Diese geometrischen Resultate sind wichtig für die 
Theorie der Wellengleichung &70,0,u +b'd,u+cu=0. J. Haantjes. 

Nieoleseo, Miron: Le problöme de Lauricella pour les domaines hyperspheriques. 
Disquisit. math. et phys., Bucuresti 1, 321—338 (1941). 

Verf. betrachtet das Problem, eine Funktion u von n Veränderlichen X], %3, ..., &n 

n 


2 
zu konstruieren, die Lösung der Gleichung APu = 0 (4 nn 2 in einer Hyper- 
ai 
kugel ist, und die mit ihren p — 1 ersten normalen Ableitungen vorgeschriebene Werte 
fo fi»: fp-ı auf der Oberfläche der Hyperkugel annimmt. Das Existenztheorem 
wird unter der Voraussetzung bewiesen, daß die Funktionen /, von der Klasse 0@?-2-%) 
(h=0,1,...p — 1) sind. Die Lösungsformeln, zu denen Verf. gelangt, sind vom 
Typus der Poissonschen Formel; sie finden sich für n = 2,3 bereits in einer Arbeit 
von Picone (s. dies. Zbl. 14, 261); fürn = 2 hat Gabriella Bogdan in ihrer bisher 
unveröffentlichten Doktorarbeit (Univ. Rom, Juli 1939) das Existenztheorem unter 
der Voraussetzung bewiesen, daß die Funktionen f, von der Klasse O@-1-%) sind. 
@. Fichera (Roma). 

Privaloff, I. I.: Sur l’integrale du type de Cauchy-Stieltjes. ©. R. Acad. Sci. URSS, 
N.s. 27, 195—197 (1940). 

Kurze Voranzeige der in dies. Zbl. 24, 206—207 besprochenen Arbeit. Ullrich. 

Jacob, Caius: Sur le probleme de la deriv&e oblique de Poincar6 et sa connexion avee 
le probleme de Hilbert. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 42, Nr 2, 9—47 (1941). 

Ist Q ein beschränktes Gebiet der komplexen z-Ebene mit stetig gekrümmter 
Randkurve (©, so wird beim Problem von Poincar£ nach einer in 2 regulären Funk- 
tion U + iV gefragt, für welche auf CO gilt: a(s) u. — b(s) . —= g9(s), beim Problem 
von Hilbert aber nach einer in Q regulären Funktion u + iv, für welche auf O gilt: 
a(s)u + b(s)v = h(s). Die Funktionen a(s) und b(s) sollen der Hölderschen Bedingung 
genügen, nicht gleichzeitig und nur endlich oft verschwinden. (Es ist klar, daß sich 
die beiden Probleme aufeinander zurückführen lassen.) Die Lösung erfolgt entweder 
direkt durch Zurückführung auf die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie, oder 
mit Hilfe der Integralgleichungen: es wird die Lösung als Potential der einfachen oder 
doppelten Belegung angesetzt und danach in bekannter Weise die Integralgleichung 
aufgestellt. Verf. macht hier, wie schon in einer früheren Arbeit [Mathematica, Cluj 11, 
58—175 (1935); dies. Zbl. 13, 17] die Ansätze 

utw=—i il [&(0) + ib(o)] u(o) ne für das Hilbertsche Problem, 


C 
Dave \ [a(0) — ib(o)]a(o) 1 ; do für das Poincar&sche Problem. 
[0% 
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Eine nähere Aufzählung der verschiedenen Fälle ist hier nicht möglich: Bei der Dis- 
kussion kommt es wesentlich auf die Änderung 2rrn von arctg bei einer Durch- 
laufung von C an; danach richtet sich die Vielfachheit der Lösung bzw. die Lösbarkeit 
selbst; die Bedingungen für die Lösbarkeit werden aufgestellt. Hornich (Wien). 

Wolf, FrantiSek: The Poisson integral. A study in the uniqueness of harmonie 
funetions. Acta math. 74, 65—100 (1941). 

Für Funktionen «(z), die im Einheitskreise regulär harmonisch sind, werden neue 
Eindeutigkeitssätze hergeleitet. Dazu wird zunächst der Begriff des Randwertes ver- 
allgemeinert: Annäherung an einen Randpunkt z, in einem Sektor, längs eines Radius 
und noch allgemeiner längs einer Kurve Z. Ohne weitere Voraussetzungen lassen sich 
bei diesen allgemeinen Randwerten keine Eindeutigkeitssätze erwarten. Verf. wählt 
für diese zusätzlichen Voraussetzungen Majorantenbedingungen über u(z) und er- 
zielt durch passende Wahl der Majoranten in Verbindung mit den z. T. neu ein- 
geführten Randwertbegriffen Fortschritte gegenüber den bisherigen Untersuchungen 
in dieser Richtung (vgl. dazu G. Evans, The Logarithmic Potential, A. M. S. Col- 
loguium Publ. 1927). Als Beispiele seien folgende Sätze angegeben: Die Funktion 
u(r, 9) sei im Einheitskreise harmonisch und genüge den folgenden Voraussetzungen: 


1) Jim |u(r, o)|< oo für alle p, 2) Im, p) =0= limufr, 9) für fast alle 9, 


3) u(r, 9) = O(1/(1 — r)"). Dann nimmt u(r, ©) den Wert Null stetig in allen Rand- 
punkten an bis auf eine Ausnahmemenge Rt, die sich genauer charakterisieren läßt. 
Für den Fall der Annäherung in einem Sektor wird bewiesen: u(r, @) sei im Einheits- 
kreis harmonisch und in jedem Randpunkt 9, gelte u(r, 9) —0, wenn (r, @) in einem 
Sektor gegen (1, @,) strebt. Zu jedem e>0 gibt es eine solche Zahl R< 1, daß 
u(r,g) <erll=nN” fürr>R gilt. Unter diesen Voraussetzungen ist u(z) = 0. Auf 
die Wiedergabe weiterer Sätze, die z. T. Verallgemeinerungen darstellen, muß wegen 
ihres Umfanges verzichtet werden. Ihre Übertragung auf allgemeine, einfach zusammen- 
hängende Gebiete erfordert Hilfsmittel aus der konformen Abbildung — insbesondere 
Aussagen über Ränderzuordnung —, die zusammengestellt und teils in neuen Wen- 
dungen bewiesen werden. Wittich (Göttingen). 


Variationsrechnung:: 


Morse, Marston, and €. Tompkins: Unstable minimal surfaces of higher topological 
strueture. Duke math. J. 8, 350—375 (1941). 

Nachdem die Verff. in zwei früheren Arbeiten [Ann. of Math., II. s. 40, 443—472 
(1939); 42, 62—72 (1941); dies. Zbl. 21, 34; 24, 417] das Problem der Existenz von 
Minimalflächen instabilen Typs für eine Begrenzungskurve studiert haben, behan- 
deln sie jetzt den typischen Fall von m = 2 Begrenzungskurven, der neue charak- 
teristische Schwierigkeiten, meist topologischer Natur, darbietet. Es handelt sich um 
eine Verallgemeinerung des bekannten Phänomens, daß zwei Kreise g,, 9,, deren Ebenen 
senkrecht zur Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte stehen, falls sie genügend benach- 
bart sind, nicht nur eine Minimalfläche kleinster Oberfläche begrenzen, sondern noch 
eine Minimalfläche, die kein Minimum liefert. Ähnliches gilt für irgend zwei einfache, 
geschlossene, rektifizierbare Kurven 99, 9,, die noch einer gewissen ‚„‚Sehnen-Bogen- 
Bedingung“ genügen, sich durch eine Ebene trennen lassen und konvexe Projektionen 
auf eine geeignete Ebene besitzen: Wenn g, und g, eine Ringminimalfläche begrenzen, 
die zu einer minimisierenden Menge o (‚‚minimizing set‘‘) gehört, so begrenzen 9, 
und g, auch eine Ringminimalfläche, die nicht vom Minimumtyp ist. Die genaue 
Formulierung und die Beweise beruhen auf der allgemeinen Theorie der kritischen 
Punkte einer durch wesentliche Modifikation der Dirichletschen Integralsumme ent- 
stehenden Funktion W (P) in einem metrischen Raum //, dessen Punkte die von g, und g, 
begrenzten Ringminimalflächen definieren; in // sind die minimisierenden Mengen o 
homotopisch kritischer Punkte, die in der Aussage vorkommen, erklärt. E. Hölder. 
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Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Iglisch, Rudolf: Bemerkungen zu einigen von Herrn Collatz angegebenen Eigenwert- 
Abschätzungen bei linearen Integralgleichungen. Math. Ann. 118, 263—275 (1941). 

Die Arbeit bezieht sich auf die in dies. Zbl. 28, 235 und 25, 182 besprochenen 
Untersuchungen von Collatz über die Eigenwerte der symmetrischen Integralglei- 
chung (1) 9(s) — A[K(s, t)p(t)dt=0. Dort waren (vgl. dies. Zbl. 23, 235), ausgehend 
von einer willkürlichen Funktion F,(s) und deren Iterierten F,„(s) = fh K(s, WF„-ı(d)dt, 
(n=1,2,...), die Schwarzschen Konstanten a, = Fua(s)Fa-m(s)ds und aus diesen 
Hilfsgrößen u, und wu gewonnen werden, die eine Einschließung [vgl. (2) und (3) im 
Referat] der Eigenwerte A, erlauben. Collatz hatte für F,(s) den Entwicklungssatz 
herangezogen; Verf. beweist, daß man diesen umgehen und gleich von F,(s) ausgehen, 
also einen Iterationsschritt sparen kann. Der Hauptteil der Arbeit beschäftigt sich 
mit einer wesentlichen Verallgemeinerung des von Collatz in der in dies. Zbl. 25, 
182 besprochenen Arbeit angegebenen Einschließungssatzes. Zunächst wird gezeigt: 
Ist ein iterierter Kern endlicher Ordnung von X (s, t) stetig, 4 (s, r) in beiden Variablen 
stetig und nach 7 differenzierbar und 9,(s) eine reelle Eigenfunktion der Gleichung 


Y:(8) — A,H(s, ÜD[K(s, !)o.(t)dt=0, so muß [A,H(s, r)] als Funktion von s im 


Grundbereich das Zeichen wechseln. Durch Spezialisierung von H(s, r) ergibt sich 
dann leicht der allgemeine Einschließungssatz: Zwischen Kleinst- und Größtwert der 
Funktion @(s) = F,(s)/Fı(s) im Grundgebiet liegt mindestens ein Eigenwert von (1). 
Genaueres läßt sich aussagen, falls im Grundgebiet X(s,t)>0 und K(s, s) >0 ist; 
zunächst beweist Verf., daß dann der absolut kleinste Eigenwert A, positiv und einfach 
ist, 9,(s) im Grundgebiet positiv ausfällt und —4, kein Eigenwert ist; wählt man 
dann F,(s) so, daß im Grundgebiet F,(s) > 0 ist, so liegt gerade A, zwischen Kleinst- 
und Größtwert von @(s). Harald Geppert (Berlin). 

Miranda, Carlo: Nuovi eontributi alla teoria delle equazioni integrali lineari con 
nucleo dipendente dal parametro. Mem. Accad. Sci. Torino, II.s. 70, Pt 1, 23—51 
(1940). 

Schon iri früheren Arbeiten [Miranda, Rend. Circ. mat. Palermo 60 (1936); dies. 
Zbl. 17, 356; Iglisch, Math. Ann. 117, 129—139 (1939); dies. Zbl. 22, 50; Maniä, 
Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 8, 89—104 (1939); dies. Zbl. 21, 32] wurde die 
Integralgleichung 


) y(2) = Ile) + A[Ela, y, Mply)dy 
v 
mit dem parameterabhängigen Kern © 
Gay) = Ka) — DH, y) 
i=1 j 


behandelt, in dem K(x, y), H;(x, y) reelle, symmetrische, quadratisch integrierbare 
Kerne bezeichnen. Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist ein methodisch neuer Beweis 
für die Existenz der Eigenwerte von (1) unter Voraussetzungen, die allgemeiner als 
die früher vom Verf. verwendeten sind, und die Verallgemeinerung der Hilbert-Schmidt- 
schen Lösungsformel auf (1). — Es wird vorausgesetzt, daß die Kerne a,H,;(z, y) 


semidefinit oder definit positiv und stetig sind, daß D’|a,|-! konvergiert und 
i=1 


|H:(&, y)| = M(x, y) mit symmetrischem, quadratisch integrierbarem M (x, y) und 
summierbarem M(z, x) gilt. Sind dann die 7,„(2), (n=1,2,...) die orthonormierten. 
Eigenfunktionen, &;„ die zugehörigen Eigenwerte von H;(, y), so müssen neben den 
gewöhnlichen noch sog. Pseudofunktionen (Psf.) betrachtet werden; als zum Kern 
H;(z, y) gehörige Psf. u(z) = {&„} bezeichnet man eine Folge beliebiger reeller Zahlen 


&%1, &g,... mit der Eigenschaft, daß >’ o;,1&2 konvergiert; die &, heißen ihre Koeffi- 
n=1 
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zienten; das Rechnen mit diesen Psf. wird nun in naheliegender Weise so definiert, 
als ob u(z) = &nTin(%) wäre (immer unter Verwendung der Mercerschen Formel 

n=1 


für die H,(z, y)). Besitzt nun die homogene Gleichung (1) [f(x) = 0] für ein A + a, 
eine normierte Lösung (x), so heißen A, @ gewöhnlicher Eigenwert bzw. Eigenfunktion; 
gibt es aber für A = a, eine normierte Funktion @(x) und eine zu H,(x, y) gehörige 
(gegebenenfalls verschwindende) Pseudofunktion y(z), so daß 


1... © n . 
2) Pl@)=a, | Kia Wailay— I | Hila Wpwdy — a, Hy, Muloay, 
£% ==) 7. T 


[By „o(ly)dy= 0 
AP 


ist, so heißt A = a, singulärer Bigenwert mit der singulären Eigenfunktion (x). Macht 
man, wie Verf. in seiner früheren Arbeit, die Voraussetzung, daß (2) bei beliebigem y(y) 
keine zu H,(x, y) orthogonale Lösung (x) besitze, so schließt man gerade die Existenz 
dieser singulären Eigenwerte aus. Die Gesamtheit der Eigenwerte ist das Spektrum 
von (1); es besteht aus abzählbar vielen reellen Punkten, die sich höchstens an den 
Stellen a; häufen und zu deren jedem nur endlichviele linear-unabhängige Eigen- 
funktionen gehören. — Der Existenzbeweis der Eigenwerte wird folgendermaßen 
geführt. Man betrachtet den linearen Funktionalraum 2, dessen allgemeiner Punkt & 
aus einer quadratisch in 7 integrierbaren Funktion u,(x) und einer Folge zu den 
H;(z,y) @=1,2,...) gehörigen Psf. u;(x) besteht; seine als endlich vorausgesetzte 


Norm ist & 
(&,&) = NE = [uwla)dz +24 [ [Hi Yula)w(y)dady, 
7 3= P 


sinngemäß wird (£, &’) und damit ein Orthonormalsystem der & erklärt. Bedeutet dann 
Ton(z), n=1,2,.... ein vollständiges reelles Orthonormalsystem über T, so werden als 


Koordinaten von £& die Größen &;,. (i,n=1, 2...) bezeichnet, wo &,= [ UglX) Ton (x)dz, 


2 
u,(z) = {&;n} gesetzt ist. Die Entfernung zweier Punkte &, & "aus &' wird erklärt durch 


oo oo oo Ä ; Ä 
NM _ > 1 Ion — on] > 1 > 1 Kin — Oin 
I& &1= n! 1+ |oon — on] 2: le;| n!l+ |on — oin| . 
n=1 i=1 n=1 


Mit diesen Begriffen zeigt sich, daß der aus den Punkten & mit NE = M bestehende 
Teilraum &y von 2 kompakt und abgeschlossen ist. Nun werden Funktionale U(£) 
über &y gebildet; U(£) heißt stetig, wenn zu jedem > 0 ein ö so gefunden werden 
kann, daß für jedes Paar &, &’ mit |&, | <6 |U(&) — U(E'))<e wird; U(£) heißt 
schwachstetig, wenn statt |&, &’|< ö hierin N(& — €’) <ö gesetzt wird; ein stetiges 
Funktional ist auch schwachstetig. Das Funktional 


D(E)=[[Kla, Yulo)w(y)dedy 2 aduleul)dady 
T i= 


2° [[Eie, Wuteutpdedy 
i=1T 


ist schwachstetig in 24 und sogar stetig, wenn alle Kerne H;(z, y) ausarten, d.h. je 
endlichviele Eigenwerte haben. Diese Voraussetzung wird in der Folge beibehalten; 
dann hat ®(£) in &y ein Maximum und ein Minimum. Bezeichnet dann @, die kleinste 
positive, a, die größte negative der Zahlen a,, so hat D(£) in 2, ein Maximum ober- 
halb a;! bzw. ein Minimum unterhalb a,', und der reziproke Wert dieses Extrem- 
wertes ist ein gewöhnlicher Eigenwert von (1). Das Spektrum ist in diesem Falle 
diskret. Jedem Eigenwert A, wird in 2 ein Punkt &, mit den Komponenten 


Pn(2), Yni(a) Ü= 1,2...) zugeordnet, so daß 
Pula) = m| Ela, Vonl)dy m [Bi y)yni(y)dy; 
T i=1T 


[ai Dany =" [ie wunimdy 


Fi T 
ist und die &, ein Orthonormalsystem in X (das sog. zu (1) gehörige Fundamental- 


system) bilden. Dann ist D(&) =>) A,'(&, &,)?. Und nun folgt durch eine Umbildung 
n=1 
gewohnter Schlüsse die Hilbert-Schmidtsche Lösungsformel von (1): 


Pe, = fa) + Dante) Idanlnay- 
n=1 A Harald Geppert (Berlin). 


Wagner, Karl Willy: Laplacesche Transformation und Operatorenrechnung. Arch. 
Elektrotechn. 35, 502—506 (1941). 

Einige Gesichtspunkte, wie Invarianz der Dimension, einfachere Maßstabsänderung, 
unmittelbare physikalische Deutung sprechen nach — diskutierbarer — Ansicht des 
Verf. bei den physikalisch-technischen Anwendungen der Laplace-Transformation über- 
wiegend für die Benützung .der sog. Operatorenfunktionen, d.h. der mit dem Trans- 
formationsparameter multiplizierten Transformierten an Stelle dieser selbst. 

v. Stachö (Budapest). 


Wuytack, F.: Verallgemeinerung des symbolischen Heavisidekalkuls. Wis- en 
Natuurkdg. Tijdschr. 10, 141—154 (1941) [Flämisch]. 

Verf. befaßt sich mit einer Verallgemeinerung der symbolischen Rechenweise, in- 
dem er das Produkt eines Matrixoperators mit einer Matrixfunktion betrachtet. Der 
Matrixoperator enthält eine abzählbar unendliche Anzahl von Integrationen und eine 
endliche Anzahl von Differentiationen. Für die Funktionen der Funktionsmatrix wird 
vorausgesetzt, daß sie eine ausreichende Differenzierbarkeit aufweisen. Von den bei 
der Produktbildung entstehenden unendlichen Reihen wird vorausgesetzt, daß sie 
konvergieren. Matrixfunktionen, welche den angeführten Bedingungen genügen, werden 
vom Verf. als zu einer Klasse gehörig bezeichnet. Verf. weist zunächst nach, daß diese 
Bedingungen genügen, damit das Produkt des Matrixoperators und der Matrixfunk- 
tionen einen Sinn hat. Hierauf betrachtet er das Produkt eines zweiten Matrixoperators 
mit dem oben angeführten Produkt und beweist, daß das Ergebnis als Produkt der 
beiden Matrixoperatoren dargestellt werden kann, welches auf die Matrixfunktion an- 
gewandt wird. Hierauf wendet er sich der Inversion eines Matrixoperators zu und 
beweist für die entstehenden Operatoren analoge Sätze. Endlich gibt Verf. dem be- 
trachteten Matrixoperator eine neue Form, indem er die Integral- und Differential- 
operatoren trennt. Zum Schluß wendet Verf. die genannten Matrixoperatoren zur 
Lösung eines Systems linearer Integrodifferentialgleichungen an. M.J.O. Strutt. 


Meijer, €. S.: Eine neue Erweiterung der Laplace-Transformation. 2. Mitt. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 831—839 (1941). 


Verf. beweist die in der 1. Mitt. ausgesprochenen beiden Sätze [dies. Zbl. 25, 184, 
Formel (A) und (B)]. Elf Hilfssätze, die sich zum größten Teil auf die Funktionen 


z 


Piyserm -Z 

Nr, m(2) = rı + 2m) ee M; nl), Rx,m(2) —e r W;,m(2) 
(M und W bezeichnen die Whittakerschen Funktionen) beziehen und Differential- und 
Integralrelationen sowie Abschätzungen liefern, bilden die Vorbereitung für den 
Beweis. H. Hadwiger (Bern). 
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Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Julia, Gaston: Sur la dualit& dans l’espace hilbertien. ©. R. Acad. Scı., Paris 213, 
297—300 (1941). 

Soit {e1, &,...} un systeme orthonormal complet dans l’espace H de Hilbert 
et soit A une transformation lineaire bornee dans H. L’Auteur montre que, pour les 
transformations A appartenant ä certaines classes simples, il est toujours possible de 
trouver un systeme {27, 23, ... .} biorthonormal au systeme {Ae,, Ae,,.. .}, c’est-A-dire 
tel que |,„]=1 et (Aen,2,) =0 pur m=&n. Bela de 82. Nagy (Szeged). 

Frola, Eugenio: Un teorema sulle iterazioni suecessive dei nuclei eontinui simmetriei 
e omogenei di grado 1 agenti in Le. Atti Accad. Sci. Torino 76, 468—470 (1941). 

N sei ein stetiger, symmetrischer, vom Grade 1 homogener Operator im Raum Z, 


ST undımp=l,2..) 


der zu M gehörige (v — 1)-mal iterierte Operator. x, bezeichne ein beliebiges Element 
aus Z, mit |z,|=1, und es sei 2, = M’(x,). Existiertt dann ein endlicher Grenz- 


wert 4 = lim ya +0, so gilt für jeden Häufungspunkt & der Folge {x,}: A2N?E=E. 
un Schoblik (Brünn). 

Schönberg, Mario: Grundlagen einer Theorie der Greensehen Funktionen. 1. Ann. 
Acad. Brasil. Sci. 13, 85—96 (1941) [Portugiesisch]. 

Ziel des Verf. ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Greenschen Funktion 
unter dem Gesichtswinkel der Funktionalanalysis. Vorgelegt sei eine lineare Funktional- 
gleichung (1) Af(P) = F(P) mit gegebenem F und gesuchtem f; f möge außerdem 
einer Reihe linear-homogener Randbedingungen (R), die zur Individualisierung der 
Lösung ausreichen, unterworfen sein. Elementarlösung von (1) ist eine im Operations- 
gebiet D erklärte Funktion k(P, P’) derart, daß A| BIP, PIE D)APZER(Pibzw. = 0 

5 


der quadratisch integrierbaren Funktionen; ferner sei M= 


ist, je nachdem das in D gelegene Integrationsgebiet S den Punkt P enthält oder nicht; 
Greensche Funktion von (1) +(R) ist ein g(P, P’) derart, daß [s(P, PAR Pd 
5 


eine Lösung von (1) +(R) ist. Man kann die Lösung von (1) als gemischtes Funk- 

tional /[F(Q); P] im Bereich etwa der in D stetigen Funktionen F auffassen, und 

dann ist g(P, P’') die Funktionalderivierte von f bezüglich F in P’, und diese muß 

regulär sein; daher braucht es i.a. zu (1) keine Greensche Funktion zu geben. Ist 

f bezüglich F stetig, so kann es nach dem Rieszschen Satz durch ein Stieltjesintegral 

f(P) = /F(P')dpG(P, P’') dargestellt werden, und jede Belegungsfunktion G@(P, P’) 
D 


von beschränkter Schwankung wird als verallgemeinerte Greensche Funktion definiert. 
Unter Umständen gilt auch für diese allgemeineren Funktionen der Mercersche Satz 
bezüglich ihrer Entwicklung nach Eigenfunktionen des Problems Af(P) = I AP) 
mit (R). Harald Geppert (Berlin). 

Bädeseu, Radu: Sur P’&quation fonetionnelle de Poinsot generalisee. Bull. Math. 
Phys. Ecole polytechn. Bucarest 11, 3—29 (1940). 

L’au. considere la solution de l’&quation fonctionnelle (1) f(z2) — Af(a2) = p(e), 
oü z est une variable r6elle ou complexe et & et A sont deux parametres, reels ou com- 
plexes. En supposant que |x|<1 (le cas |x| > 1 se ramene facilement au cas prece- 
dent) et que la fonction p(z) est holomorphe autour de z=0 il trouve la solution 


generale /o(2) a . p(z) =I) Pn2". o(2) admet comme singularites les 


n=0 


NZ 0 . ” . . 
points 2,6”, v=0,1,2,..., oü 2, parcourt les affixes de tous les points singuliers 


de p(z). Comme fonetion de A f,(z) est meromorphe dans tout le plan, les pöles etant 
les points (D) a”, »=0,1,2,.... L’equation homogene (2) 12) — Af(oz) n’admet 
aucune solution f(z) möromorphe dans tout le plan A ou fonction holomorphe de z 
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autour de l’origine. A chaque point de l’ensemble (I) correspond une seule fonction 


fondamentale de la suite 1, 2,22, 2°, ..... L’au. etudie aussi le cas des solutions loga- 
rithmiques et generalise ses resultats pour le cas oü p(z) possede un developpement 
de Laurent convergent dans un anneau. N.Obreschkoff (Sofia). 


Praktische Analysis: 


8 Vega und Bremiker: Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch. Neue Ausg. 
besorgt v. A. Kopf. 96. Aufl. Berlin: Weidmannsche Verlagsbuchhandl. 1941. X, 
570 8. geb. RM. 8.50. 

Siebenstellige Tafeln, unter Berücksichtigung notwendiger Verbesserungen photo- 
graphische Wiedergabe der Bremikerschen Tafeln von 1870. Lineare Interpolation 
meist ausreichend, andernfalls durch tabulierte Hilfsgrößen die genauere Rechnung 
erleichtert. Inhalt: Dekadische Logarithmen I. der Zahlen 1—100000; II. der Sinus 
und Tangenten von Sek. zu Sek.; III. der trigonometrischen Funktionen von 10 zu 
10 Sek.; als Anhang Verwandlungstafeln wie üblich. v. Guerard (Darmstadt). 

® Schrutka, Lothar: Leitfaden der Interpolation. Wien: Springer 1941. VIII, 80 8. 
RM. 4.80. 

Das Büchlein bietet eine handliche und leicht lesbare Einführung. Es stellt die 
Steigungen an die Spitze und zeigt, wie sich daraus eine Lösung der Interpolations- 
aufgabe von selbst ergibt. Viele übersichtlich angeordnete Rechenbeispiele machen 
die Handhabung des Verfahrens auch weiteren Kreisen zugänglich, die sich mehr für 
den Gebrauch als für die Beweise interessieren. Wer dieses schöne und so wichtige 
Gebiet eingehend kennt, wird immer wieder das seltene Mißverhältnis empfinden, das 
hier besteht zwischen der Einfachheit der praktischen Durchführung und dem Umfang 
an Schreibarbeit für die Beweise: das bedingt, daß die Interpolation in den mathe- 
matischen Einführungsvorlesungen und -lehrbüchern meist nicht den gebührenden 
Raum einnimmt. Schrutkas Leitfaden bietet eine glückliche Ergänzung. — Es wird 
nur die gewöhnliche (,‚parabolische‘‘) Interpolation (doch auch mit zusammenfallenden 
Knoten) durch Polynome behandelt. Trigonometrische Interpolation und weitere 
Verallgemeinerungen sind nicht berührt. Inhalt: 1. Steigungen. 2. Steigungen mit 
gleichen Argumenten. 3. Interpolation von Polynomen. 4. Parabolische Interpolation 
als Näherungsverfahren. 5. Parabolische Quadratur. 6. Interpolation bei gleichab- 
ständigen Argumenten. 7. Wechsel der Spanne; Untertafelung. Ullrich (Gießen). 

Righini, G.: Integratore ottico per la determinazione del profilo vero delle righe 
spettrali. Mem. Soc. astron. Ital., N.s. 14, 169—183 (1941). 

Grayscher Integrator (dies. Zbl. 2, 46) in der von Burger und van Cittert 
vorgeschlagenen Ausführung (s. dies. Zbl. 6, 122 und, den Konvergenzbeweis für die 
der referierten Arbeit zugrunde liegenden mathematischen Entwicklungen betreffend, 
dies. Zbl. 6, 362); das optische Gerät dient zur Abkürzung des Rechnungsganges bei 
der Ermittlung der wahren Intensitätsverteilung in einer Spektrallinie aus der schein- 
baren Intensitätsverteilung und der Apparatsfunktion des Spektralapparats. Verf. 
bespricht technische Einzelheiten und Verbesserungen und führt ein Erläuterungs- 
beispiel bis zur 4. Iteration des lösenden Kerns durch. v. Guerard (Darmstadt). 

Veen, 8. €. van: Annäherungsformeln für das vollständige elliptische Integral erster 
ns in der Nähe vonk=1. 3. Mitt. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 825-830 
1941). 

Mittels quadratischer Transformation entsteht für O<k<1; |0| <1 


TE 


er — — ein? tn) 
yı-ksinp (1-+yYk)’ I yr ar 
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die Benutzung von Thetareihen wird dazu nicht beansprucht. (Zu 1. und 2. 
vgl. dies. Zbl. 25, 188.) Maier (Greifswald). 

Humbert, Pierre: Solution graphique de l!’&quation de Köpler. C. R. Acad. Sci., 
Paris 213, 343 (1941). 

Für die Lösung der Keplerschen Gleichung u — M = esinu, wobei e die nume- 
rische Exzentrizität einer Ellipse darstellt, gibt Verf. das folgende angenäherte 
Verfahren an. Wir wählen auf dem Hauptkreis der Ellipse einen Punkt X, dessen 
Radiusvektor mit der positiven z-Achse den Winkel M bildet, und verbinden diesen 
mit dem Brennpunkt F der Ellipse. Zieht man dann durch den Mittelpunkt O der 
Ellipse die Parallele zu FK, die den Hauptkreis im Punkte Z trifft, so stellt der Winkel, 
den diese Parallele mit der x-Achse bildet, eine angenäherte Lösung der obigen Kepler- 
schen Gleichung dar. Verf. diskutiert noch den Wert der Approximation bei kleinem e 
und u— M. Wegner (Heidelberg). 

Friedrich, Konrad: Mechanische Deutung und Bestimmung der ausgleichenden 
Geraden. Z. Vermessungswes. 70, 129—135 (1941). 

Faßt man die gegebenen Punkte (Anzahl > 2), durch die die ausgleichende Gerade 
gelegt werden soll, im Sinne der Mechanik als Massenpunkte auf, so besitzt dieses 
Punktsystem eine Trägheitsellipse mit zwei Hauptträgheitsachsen, die sich im Schwer- 
punkt des Punktsystems schneiden. Da sowohl die ausgleichende Gerade wie auch 
die eine Hauptträgheitsachse (die der großen Achse der Trägheitsellipse entspricht) 
die Eigenschaft besitzt, daß die Quadratsumme der Punktabstände von der Geraden 
ein Kleinstwert ist, so muß die ausgleichende Gerade mit dieser Hauptträgheitsachse 
identisch sein; die genannte Quadratsumme ist gleich dem kleinsten Hauptträgheits- 
moment des Punktsystems. Entsprechende bekannte Formeln und graphische Ver- 
fahren der Mechanik lassen sich leicht auf die Ausgleichungsrechnung übertragen; sie 
liefern eine einfache und praktische Lösung zur Auffindung der gesuchten ausgleichen- 
den Geraden. Die Lösung wird in numerischer und in graphischer Form mitgeteilt 
und an einem Beispiel mit 22 gegebenen Punkten erläutert. H. Schmehl., 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung:: 


Persico, E.: L’idea di probabilitä nella fisica elassica. Rend. Semin. mat. fis. Torino 
7, 25—35 (1941). 

Oniceseu, O., et Gh. Mihoe: Propri6tös asymptotiques des chaines de Markoff 
studides A Paide de la fonetion caraeteristique. Mathematica, Cluj 16, 13—43 (1940). 

Considerons la chaine de Markoff z,, 2, .. ., %„, .. .; chaque variable x, prend 
une des valeurs a,, @,...,@m. Soit P;, la probabilite de passage de la valeur a; ä a, 


( > iz; L’auteur &tudie, dans une premiere section, les cas oü l’&quation carac- 
\ $& 
teristique de la chaine: 


D() = |pr — Adirli,e=i,...,m = 0 


n’a aucune autre racine de modgle ögal & l’unit& que la racine simple A=1. Soit P, 

le mineur correspondant & l’el&ment p;; — 1 dans le determinant D(1) et 0 la valeur 

moyenne: O9=D)P;a;: I) P;. La fonction caracteristique correspondant & la variable 
i i 


++: + On sera 
ae om) 
Fı(n; t) m briß,: Wpy.o Sog &,)eahıtaat + mim n)it 
[44 
oü il faut sommer par rapport & toutes les valeurs admissibles des &; et oü 
PP (&1, &g» - - -, &m) designe la probabilit€ de l’egalite 
tg ++ m 0% + pl + + mm: 
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Les fonctions F satisfont A l’equation Fy,(n; ) =» Fyrn(s; WFrz(n — s; ). Des 
7: 


expressions explicites pour F permettent d’etudier le comportement asymptotique de 
ces fonctions pour n infini. Dans la seconde section le cas est examine ou A=1 est 
une racine multiple de D(A) = 0. B. Hostinsky (Brünn). 


Statistik: 

Sehelling, H. von: Bemerkungen zur Verteilung von Pascal. Naturwiss. 29, 517—518 
(1941). 
In früheren Arbeiten (dies. Zbl. 17, 125, 274; 23, 244) hat Verf. zur Lösung des 
Bayesschen Problems des Rückschlusses von einer beobachteten Häufigkeit n,/n auf 
die unbekannte Grundwahrscheinlichkeit x eines Ereignisses Z auf Grund eines Rezi- 
prozitätsaxioms eine Rückschlußverteilung der Schätzung x gewonnen. In der vor- 
liegenden Arbeit wird dasselbe Verfahren angewandt unter der Annahme einer zu- 
sätzlichen Kenntnis, daß nämlich die letzte der n Beobachtungen das Ereignis oder 
Merkmal EZ aufgewiesen habe. In dem entsprechenden Reziprozitätsaxiom ist dann 


die binomische Wahrscheinlichkeit r zu(] — x)" 9 zu ersetzen durch die bekannte 
ı ei 
Pascalsche Wahrscheinlichkeit w,(n; n,) = (2 a Jar - x)” m dafür, n Beobachtungen 
ts! 
anstellen zu müssen, um bei der Grundwahrscheinlichkeit x das Ereignis Z gerade 
n, mal anzutreffen. Als Rückschlußverteilung ergibt sich 


Außerdem beweist Verf. für die Summenwahrscheinlichkeit 
n—-n-1 


i=0 
der Pascal-Verteilung die für die praktische Berechnung derselben wichtige Beziehung 


W,n —1;n) + Wı-„n I; n—n)=1. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Böhm, Friedrich: Über eine Aufgabe aus der Theorie der Momente. Bl. Versich.- 
Math. 5, 245259 (1941). 

An Hand einer Reihe durchgerechneter Beispiele wird die Behandlung des Mo- 
mentenproblems für eine arithmetische Verteilung vorgeführt, das darin besteht, aus 


n 
der Folge my, Mı, . - -, Mgn_ı der Momente m; = Dakp; die n Merkmalwerte x; und 
i=1 
die zugehörigen Häufigkeiten p, zu gewinnen. Sind die Merkmalwerte x; unbekannt, 
so besteht die Hauptschwierigkeit in der Lösung einer algebraischen Gleichung n-ten 
Grades für die &;, während die Bestimmung der »; allein nur auf ein lineares Glei- 
chungssystem führt. Die verschiedenen Wege der elementaren Algebra, die zur 
Beantwortung der einzelnen mit dem Problem zusammenhängenden Fragen zur Ver- 
fügung stehen, werden dargelegt. Die Bedingungen, denen die Momente genügen 
müssen, um ein als Wahrscheinlichkeitsverteilung brauchbares Lösungssystem zu 
liefern, werden nicht behandelt. Hans Gebelein (Eßlingen). 

Obuchoff, A. M.: Eine Korrelationstheorie der Vektoren. Matematika. Udenye 
Zapıski Moskov gosud. Univ. 45, 73—90 u. dtsch. Zusammenfassung 90—92 (1940) 
[Russisch]. 

Soit 2° un vecteur alecatoir dans un espace affıne U, de n dimensions et 
p(xl, ©, ..., x") la loi de distribution des coordonndes. Soit encore y’ un autre 
vecteur dans un espace de m dimensions en general different de U,„. L’au. definie 
formellement le vecteur aleatoir z°(x1, 22, ..., a*, y, Y°, ...,.4”) dans l’espace & 
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n + m dimensions et introduit les tenseurs 


E(2*) = [x*p(o)dU,, D’P = El(x® — E(a*))( — E(f))] 
Un 


ou EZ designe l’operation de l’esperance mathematique. L’auteur applique la theorie 
des tenseurs & la theorie des correlations surtout dans le cas de distribution normale. 
N.Obreschkoff (Sofia). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Schelling, H. von: Die Bedeutung der statistischen Methodik für die Biologie. Erg. 
Hyg. 24, 87—149 (1941) 

Der I. Abschnitt dieser hauptsächlich referierenden Arbeit enthält eine Geschichte 
und Analyse des Zufallsbegriffs. Ein kürzerer II. Abschnitt behandelt die bekannte 
Rolle des Zufalls bei der Vererbung. Der III. Abschnitt enthält einerseits allgemeine 
Bemerkungen über den Nutzen statistischer Verfahren für die Biologie und anderer- 
seits Berichte über einige statistische Ergebnisse des Verf., die an anderer Stelle aus- 
führlich dargestellt sind. Insbesondere wird ein graphisches Verfahren zur Behandlung 
des „Differenzenproblems‘“ alternativer Merkmale an Hand eines beigegebenen Dia- 
gramms erläutert. Es werden weiter fremde und eigene Arbeiten zur Wertbestimmung 
biologisch wirksamer Substanzen, zur Beurteilung dreieckiger Kontingenztafeln, über 
statistische Verfahren mit Beachtung der zeitlichen Abfolge an alternativen Reihen 
und Reihen mit mehr als zwei Merkmalen — mit medizinalstatistischen und bioklima- 
tischen Anwendungen — und schließlich einige neue Anwendungen der Statistik einer 
stetigen Varianten auf biologische Probleme besprochen. Z. B. wird folgende Aufgabe 
behandelt: Es sollen an N Exemplaren einer Gesamtheit eine stetig veränderliche Größe & 
gemessen und ihr arithmetisches Mittel sowie ihre Streuung bestimmt werden. Aus 
irgendeinem Grunde sind jedoch nur n << N Beobachtungen möglich. Es sollen als- 
dann für die gesuchten Werte Abschätzungen angegeben werden. F. Ringleb. 

Koller, $.: Über die Anwendbarkeit und Verbesserung der Probandenmethode. 
Z. menschl. Vererbgs- u. Konstit.lehre 25, 375—3%0 (1941). 

Um die Anwendbarkeit der bekannten Probandenmethode zur Bestimmung der 
unbekannten Häufigkeit p eines Erbmerkmals aus den Geschwisterreihen von Probanden 
zu untersuchen, bildet Verf. für den Spezialfall von Zweikindfamilien den Weinberg- 
schen Quotienten aus der Wahrscheinlichkeit für Merkmalsträger unter den Probanden- 
geschwistern und der erwarteten Häufigkeit der Geschwisterprobanden: 

0 pn nn + Pen ll n)+tPl-n)n 

pn t+enl-n)+Pl- nn +pl-Pn+Ppl-prn 
hierbei bedeutet r, die Wahrscheinlichkeit für die Erfassung des ersten merkmal- 
tragenden Kindes als Proband, r, die Erfassungswahrscheinlichkeit des zweiten Merk- 
malsträgers als Proband, wenn der erste Proband ist, 3 diejenige desselben, wenn der 
erste nicht Proband ist. Aus der Darstellung 

D=p: Eee) 
2n +2-[(l-r)n - nl n))] 

läßt sich folgern, daß dieser Quotient dann und nur dann die Unbekannte p liefert, 
wenn in Familien mit zwei Merkmalsträgern diejenigen, bei denen nur der erste Merk- 
malsträger Proband ist, ebenso häufig erfaßt werden wie diejenigen, bei denen nur 
der zweite Proband ist. Dasselbe gilt allgemein für Familien beliebiger Kinder- und 
Probandenzahl. Voraussetzung für die Gültigkeit der Probandenmethode ist demnach, 
daß die Erfassung eines Probanden mit dem Vorkommen und der Erfassung des Merk- 
mals bei seinen Geschwistern in keiner Beziehung stehe. Ist diese Voraussetzung nicht 
erfüllt, so läßt sie sich durch Ausschaltung der Zweit- usw. Probandenfamilien und 
sinnvolle Zählung der Erstprobandenfamilien künstlich herstellen. Das so begründete 
Verfahren deckt sich mit der von Koller (s. dies. Zbl. 23, 348) angegebenen Erst- 
27 


> 
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probandenmethode, durch welche Familienauslese hergestellt wird und welche daher 
die Benutzung der Geschwistermethode erlaubt. Ferner erörtert Verf. die Verhältnisse 
bei uneinheitlicher Merkmalswahrscheinlichkeit (z. B. Mischung verschiedener Ehe- 
typen oder uneinheitliche Manifestationsverhältnisse) und die Anwendung der Pro- 
bandenmethode zur Bestimmung des Geschlechtsverhältnisses unter Probanden- 
geschwistern. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Sehelling, H. von: Bemerkungen zur Geschwistermethode. Z. menschl. Vererbgs- 
u. Konstit.lehre 25, 391—397 (1941). 

Die Berechtigung der Weinbergschen Geschwistermethode zur Schätzung der un- 
bekannten Wahrscheinlichkeit p eines Merkmals aus den Geschwisterschaften von 
Merkmalsträgern in einem durch Familienauslese gewonnenen Material beruht bekannt- 
lich darauf, daß der Quotient Q aus der wahrscheinlichen Anzahl der Merkmalsträger 
unter den Geschwistern von Merkmalsträgern und der wahrscheinlichen Anzahl der 
Geschwister von Merkmalsträgern p ergibt. Verf. führt einen weiteren Quotienten 
zweier, allerdings nicht ohne weiteres anschaulich deutbarer Summen ein: 


> Siß- 1) m). un, i) 


Y=-7 =p, 
2 Zn — t)(n — 2) w(n, i) 


der ebenfalls p liefert [w(n, «) = (Ara — 9)" = Wahrscheinlichkeit für n-Kind- 


Familien, © Merkmalsträger aufzuweisen]. Falls eine einheitliche Merkmalswahrschein- 
lichkeit existiert und alle Kombinationen von Familiengröße und Anzahl der Merk- 
malsträger der Bernoullischen Verteilung w(n, i) entsprechend vertreten sind, müssen 
daher die aus den beobachteten Anzahlen gebildeten Quotienten Q und ©’ annähernd 
übereinstimmen. Im Falle eines aus zwei Bestandteilen mit verschiedenen Merkmals- 
häufigkeiten p,, 9 gemischten Materials (a, bzw. a, = Anteil der Kinder der ersten 
bzw. zweiten Gruppe) benutzt Verf. umgekehrt dieselben Quotienten 
0 a ‚_ alt = Pi) + ap — m) 
a, Pı + Q2Pa’ a,(Ppı — Pi) + Q(pa — P2) ’ 

um aus ihnen, wenn die Merkmalshäufigkeit der einen Gruppe, ?,, theoretisch bekannt 
ist, diejenige der anderen Gruppe, ?,, sowie das Mischungsverhältnis a,/a, zu be- 
stimmen. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Nöbel, Hellmut: Die Abänderung einer Lebensversicherung im Rahmen des Tarif- 
systems. Bl. Versich.-Math. 5, 259—277 (1941). 

Die in der Praxis verlangten und wirtschaftlich notwendigen Abänderungen einer 
Lebensversicherung werden systematisch dargestellt, je nachdem, welche der vier 
Größen (Beitrag, Versicherungssumme, Bestandswert, Versicherungsdauer) vorgegeben 
und welche gesucht ist. Einige wichtige Fälle werden besonders untersucht. Darauf 
wird ein Verfahren entwickelt, das gestattet, alle wirtschaftlich vertretbaren Ände- 
rungen durchzuführen, ohne dabei das Tarifgefüge zu verlassen. Das Verfahren läuft 
hinaus auf die Aufspaltung der Versicherung in einen beitragspflichtigen und in einen 
beitragsfreien Teil, die aber nur für den inneren Geschäftsbetrieb der Unternehmung, 
nicht nach außen gegenüber dem Versicherten, gilt. Die abgeänderte Versicherung mit 
ihren beiden Teilen bewegt sich im Rahmen des Tarifsystems. Insbesondere wird das 
ursprüngliche Eintrittsalter der Versicherung nach der Veränderung festgehalten. Bei- 
träge, Deckungskapitale, Überschußanteile und andere verwendeten Größen sind 
Werte, die auch für die ungeänderten Versicherungen gelten und dort schon zum 
praktischen Gebrauch errechnet und zusammengestellt sind. Janko (Prag). 

Härlen, Hasso: Über Änderungen des Rechnungszinsfußes in der Lebensversicherung. 
Bl. Versich.-Math. 5, 277—284 (1941). 

Diese Arbeit enthält Handhaben für die Abschätzungen, ob die Beitragssätze der 
bestehenden Tarife auch bei niedrigerem Zinsertrag als der Rechnungszinsfuß noch 
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ausreichend sind und welche Beträge zu der etwa erforderlichen Auffüllung der Dek- 
kungsrücklage benötigt werden. Es werden Wege gesucht, damit bei der etwa erforder- 
lichen Anderung des Rechnungszinsfußes die Rechnungslegung im übrigen möglichst 
wenig gestört wird. Die Forderung, daß möglichst viele der Versicherungswerte un- 
verändert bleiben sollen, wird aufgestellt. Zuerst wird die Nachzahlung ermittelt, wenn 
nur der Rechnungszins herabgesetzt wird und alle anderen Rechnungsgrundlagen, 
ebenso die gegebenen Beitragssätze unverändert bleiben. Darauf wird bei gemischten 
Versicherungen ein Verfahren besprochen, das zum Ausgleich einer Zinsfußänderung 
anwendbar ist derart, daß die Einzeldeckungskapitale nicht geändert werden. Zum 
Schluß wird die Behandlung der Versicherungen mit abgekürzter Beitragszahlung bei 
diesem Verfahren besprochen. Die Ausführungen werden durch Zahlenbeispiele über- 
sichtlich dargelegt. Janko (Prag). 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Szäsz, Paul v.: Absonderung der elliptischen, euklidischen und hyperbolischen 
Geometrie. Mat. fiz. Lap. 48, 243—270 u. dtsch. Zusammenfassung 271 (1941) [Un- 
garisch]. 

Mittels der Axiome der Verknüpfung, Anordnung, Kongruenz und Stetigkeit folgt 
der Satz, daß, wenn durch den Punkt P, keine bzw. eine bzw. unendlich viele Geraden 
laufen, welche die P, nicht enthaltende Gerade e, nicht scheiden, dasselbe für jedes 
nicht inzidierende Paar P, e zutrifft. Verf. findet nach Durchmusterung der bekannten 
Beweise, daß sie die Stetigkeitsaxiome in verschiedenem Maße benützen, einige sogar 
ohne ihre Benützung das Ziel erreichen. In der Ebene bleibend geschieht dies (bei 
J. Hjelmslev) schwerer, im Raume dagegen einfacher. Verf. löst diese Aufgabe für 
den Raum. Dazu werden die Axiomgruppen in etwas modifizierter Gestalt zusammen- 
gestellt; die Anordnungsaxiome sind für Ebenenbüschel ausgesprochen. Das Postu- 
lieren des Parallelensatzes für einen Punkt und eine Gerade sowie das Dedekindsche 
Stetigkeitsaxiom ergänzen somit diese zu einem vollständigen Axiomensystem. 

@. Hajös (Budapest). 

Lipka, Stephan: Über das Eulersche Dreieck der Bolyaischen Geometrie. Mat. 
termeszett. Ertes. 60, 83—90 u. dtsch. Zusammenfassung 91 (1941) [Ungarisch]. 

In der euklidischen Geometrie liegen der Höhenschnittpunkt 7, der Schwerpunkt 8 
und der Mittelpunkt O des Umkreises eines Dreiecks auf der sog. Eulerschen Geraden. 
In der hyperbolischen Geometrie — die Existenz von O vorausgesetzt — trifft das- 
selbe, wie R. Baldus (8.-B. Heidelberg. Akad. Wiss. 1929, Nr 11) bewiesen hat, nur 
für gleichschenklige Dreiecke zu. Sonst liegen also H, 8, O auf einem Kreis, Parazykel 
oder Hyperzykel. Verf. zeigt mit Hilfe des Kleinschen Modells, daß bei einem recht- 
winkligen Dreieck mit den (in der hyperbolischen Geometrie gemessenen) Katheten a>b 
die Punkte H, 8,0 auf einem Hyperzykel liegen, wenn nur das Dreieck nahezu gleich- 
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schenklig, genauer wenn Tangb/Zanga = —r 
statt dieser Konstanten eine möglichst kleine zu finden. G. Hajös (Budapest). 


ist. Verf. hat keinen Wert darauf gelegt, 


Elementargeometrie: 


Cavallaro, Vincenzo 6.: Su la generalizzazione del triangolo delle mediane. Period. 
Mat., IV.s. 21, 245—248 (1941). | 

Verf. stellt unter Beifügung vieler Literaturangaben Formeln für den Inhalt eines 
Grunddreiecks und gewisser mit diesem zusammenhängender Dreiecke zusammen. 
Sind , ß, y die Seitenhalbierenden des Grunddreiecks ABO, undsetztman x +ß+y=2o, 
so ist der Inhalt des Grunddreiecks A=%Yo(o—) (a—ß) (o—y). Sind A,, B,, Cı 


beliebige Punkte auf den Geraden BO, 0A, AB, ist A, der Inhalt des Dreiecks A, BC, 
2 
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A’ der Inhalt des Dreiecks aus den Schnittpunkten der Eckenlinien AA,=x, BB,=y, 
CC,=2, und setzt man BA): A,(=h, CB,: B,A=p, AC,: C,B=q, kı=hp+h+l, 
M=rgtp+l,w=gh+g+L, so ist A,:4A=(l+ hp {l+h)A+PA+gN 
A:A=(1-— hpq)?:(ulehs). Ist insbesondere Ah=p=q=u:v, so wird 
A,:4A=(u +v):(u+v), 4’:A=(w— w?:(w +uv+ v?). Hat in diesem be- 
sonderen Fall das aus den Strecken x, y, z als Seiten konstruierte Dreieck den Inhalt Q, 
so ist Q: A= (u? +uv + v2): (w+ v)?. Setzt man 27j= x -+y-+- 2, so ergibt sich 


Fon Eu AT Re 
= “ En r VG) — y)(j — 2), eine Formel, die für u: Se in die De 
erste Formel für A übergeht. Max Zacharias (Berlin). 


Cavallaro, Vincenzo 6.: Punti di Feuerbach. Esercitazioni Mat., II.s. 13, 128—134 

1941). 
Vet gibt zuerst eine mit zahlreichen Literaturangaben versehene Übersicht über 
die bekannten Eigenschaften der Feuerbachschen Punkte (d.h. der Punkte, in denen 
der Feuerbachsche Kreis die vier Berührungskreise des Dreiecks berührt). Er leitet 
sodann eine Gruppe von 4mal 3 Formeln her, von denen die erste Formel der ersten Gruppe 
B-oR ,„,„_ Bor 
2. 07, 2 232.005 
Hier bedeuten @, @., 9, 9. die vier Feuerbachschen Punkte, A,, B,, C, die Seiten- 
mitten, a, b, c die Längen der Seiten, A den Umkreishalbmesser, O den Umkreismittel- 
punkt, /,I,, I,, I. die Mittelpunkte des Inkreises und der drei Ankreise. Durch 
passende zyklische Vertauschungen kann man leicht aus den angegebenen beiden 
Formeln die übrigen herstellen. Verf. legt Wert auf die Feststellung, daß diese Formeln 
jedenfalls in Italien durch ihn zum ersten Male hier angegeben worden sind. Die 
Formeln der ersten Gruppe hat er bei V. Thebault [Bull. Math. Phys. Ecole poly- 
techn. Bucarest 9, 23—27 (1938); dies. Zbl. 20, 386] gefunden. Aus diesen Formeln 
leitet er einen Beweis des Godtschen Satzes her: Die Entfernungen eines Feuerbach- 
schen Punktes von den Seitenmitten haben die Eigenschaft, daß eine von ihnen gleich 
der Summe der beiden anderen ist [W. D. Godt, Arch. Math. Phys., II. s. 4, 436—440 
(1886). M. Zacharias (Berlin). 

Kubota, Tadahiko: Ein Beweis von der Brieardschen Verallgemeinerung des Feuer- 
bachschen Satzes. Töhoku Math. J. 48, 75—77 (1941). 

Planimetrischer Beweis des Satzes von Bricard: Sind A,,B; @=1,2,3) drei 
Paare paarweise paralleler Speere in der Ebene, so berühren die vier Zykel, die bzw. 
A], Aa, Az; A,, Ba, By; B,, Ay, By; B,, B,, A, berühren, einen und denselben Zykel. 
Aus ihm folgt speziell, daß der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks den Inkreis be- 
rührt. Hohenberg (Wien). 

Abrameseu, N.: Eigenschaften des gleichflächigen Tetraeders. Gaz. mat. 47, 
161—163 u. franz. Zusammenfassung 161 (1941) [Rumänisch]. 

Ist 4’ BC" das antikomplementäre Dreieck des Grunddreiecks ABC (d.h. das. 
von den Parallelen zu BC durch A, zu CA durch B und zu AB durch C gebildete Drei- 
eck), so erhält man durch Umklappung der Dreiecke 4’ BC um BC, B’CA um 0A, 
C"AB um AB, bis ihre Spitzen in einem Punkte D senkrecht über dem Höhenpunkt 
des antikomplementären Dreiecks zusammentreffen, das gleichflächige Tetraeder 
ABCD. Es hat gleiche Gegenkanten DA = BC, DB=(A, DC —= AB, und seine 
Seitenflächen sind kongruent dem Grunddreieck ABC. Verf. berechnet den Raum- 
inhalt V des Tetraeders und findet 


29 = YA-® +8 +) —-R +) 8) 
(a, b. c die Seiten des Grunddreiecks). Dieses Ergebnis ist nicht neu. In J.H. van 
Swinden, Elemente der Geometrie, aus dem Holländischen übersetzt und vermehrt 
von C. F. A. Jacobi, Jena 1834, 8.457, findet sich unter Nr. 1002 für V der Aus- 
druck 37 =aßy, wo mit &, ß, y die Längen der Verbindungsstrecken je zweier 
Gegenkantenmitten bezeichnet sind, und E. Lemoine [Nouvelles Ann. Math., II. s. 19, 


und die erste Formel der zweiten Gruppe lauten: 4,9 = 
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133 (1880)] gab für diese Verbindungsstrecken die obige Jacobische Formel und die 
Formel 2&°=b?+c? — a” an. Vgl. Enz. math. Wiss. III AB 9, 1063. 
M. Zacharias (Berlin). 


Tzitzeica, Gh.: Über die einbesehriebenen Viereeke. Bol. mat. 14, 201—205 (1941) 
[Spanisch]. 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Bell, Clifford: A note on one-dimensional linear transformations. Töhoku Math. J. 
48, 55—59 (1941). 


Bemerkungen über miteinander vertauschbare projektive Abbildungen einer 
Geraden auf sich. Anwendung auf die Frage nach drei Involutionen, deren paarweise 
Produkte wieder alle Involutionen sind. @. Köthe (Gießen). 


Tabakoff, D.: Sur les transformations homographiques qui permutent quatre points. 
Ann. Univ. Sofia, Fac. Phys.-Math. 34, 421—1426 u. franz. Zusammenfassung 427 (1938) 
[Bulgarisch]. 


Oliveira jr., Ernesto Luiz de: Note über Desarguessche Dreiecke. Ann. Acad. Bra- 
sil. Sci. 13, 97—98 (1941) [Portugiesisch]. 

Verf. bezeichnet zwei perspektiv liegende Dreiecke in derselben Ebene oder in 
zwei verschiedenen Ebenen als Desarguessche Dreiecke. Er beweist von ihnen fol- 
genden Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei Desargues- 
sche Dreiecke eine Perspektivität oder Homologie zwischen ihren Ebenen bestimmen, 
ist, daß der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden ihrer entsprechenden Ecken nicht 
mit einer Ecke zusammenfällt. Max Zacharias (Berlin). 


Emceh, Arnold: New polylateral eonfigurations on plane eubies and eertain sexties 
in the projeetive plane. Töhoku Math. J. 48, 25—33 (1941). 

Dans ce qui suit, les num£ros reproduisent les num£ros des paragraphes de l’auteur. — 
1. — La transformation 4%, = 252, = 23%, etablit entre les points (x), (x) du plan $, une 
transformation birationnelle 7’; & chaque couple (x, x’) correspond un seul point (v) de la 
surface cubique I, de Cayley: I, = 21, - +3 +3)y +vi = 0, v1, vg, v3, v4 6tant 
proportionnels & 2,(23 + 23), 2,(23 + x?), 2,(27 + x), 2%2,%,%;; les sections planes de IT’, 
ont pour images sur S, les cubiques C, invariantes par T, 

= +5) +5 +) ++) +20. 

T',a quatre points doubles B$ (1,1, 1,1), Bf(—1,1,1, —1), B#$(1, —1,1, —1), B$(1,1,—1, 1) 
qui ont pour images B,(1,1,1), B,(—1,1,1), 2,(1, —1,1), B,(1,1, —1); les B, sont points 
invariants de T et doubles pour toute C', qui passe en l’un d’eux. — 2. — (P, P’), (9, Q’) etant 
des couples de 7’, les droites PQ/, P’Q se coupent en R, PQet PQYen R;(R,R) forment 
un troisieme couple de T; P, P', Q,Q’, R, R’ forment les 3 couples de sommets opposös d’un 
quadrilatere complet 9; il y a00* Q, dans S,. — 3. — Trois points arbitraires P,Q, R* 
determinent une (©, unique, contenant P’,Q’, R’* et les 3 sommets A, du triangle de ze tezenbe 
de S,; C, contient aussi les troisiemes couples determines par (P,Q) ou (P, R*), ou (Q, R' IE 
De la sorte (P, P’), (9,0), (R, R’) sommets d’un möme Q, determinent un faisceau lineaire 
de cubiques C,, qui sont celles qui contiennent ces 6 points et les 3 A,; dans ce faisceau il y 
a 40, decomposees en une droite k,(PQ’R, PQR, PQR, P’'Q'R’) et la conique X, correspon- 

ß AH, 
Sr 4. = Dr commet ici et au paragraphe suivant des erreurs de denombrement. Com- 
bien existe-t-il de Q, (4 cötes, 6 sommets) inscrits dans une cubique y de genre un donnee? 
(Les 6 sommets doivent ötre sur la cubique.) Les coordonnees du point courant de y sont 
exprimees par des fonctions elliptiques d’un parametre u; les periodes sont 20,20’, et 
u + U, + U; = (0 exprime que les trois points %,, u,, u, sont alignes; une des trois demi- 
periodes w,w’, + © etant choisie, ® par ezemple, et posant u = u +o, les couples 
(u, u), (u, %%), (U, u) sont sommets opposes d’un &% inserit dans y, les cötes sont 
(U, Ups Up), (U, U4, Ur), (U, ug, u,) (ui, u, %,) et cela donne oo” Q, sur y et non 00 ag 
Vauteur le dit p. 28 en fin du theor&me 3, et p.29 en fin, du theoreme 4. En re£alite, il y a 
möme 3 familles oo? de Q, sur y. Les tangentes en (u,, u;) & y concourent en er 2u,) sur y; 
(u;, u) est un couple de Steiner. Sur les cubiques 0, ee ei resultats 3 ln Fr 

— intervenir; chaque cubique plane 0% arbitraire de I‘, a pour image sur ©, u 

ee ee par 7 ; sur or or determinons l’un des 3 oo? Of sau il vient d’etre 
parle, ayant pour cötes et sommets IX (Pf, P#, P#)(i=1,2,3,4, P$ =P},); chaque sommet 
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port& par l, determine un couple tel que P,,, Pj, et par suite /* determine un quadrilatere 
complet Q,; inscerit dans C,; on a ainsi une configuration de 4 quadrilateres appelee 9%, deux 
quadrilateres differents i, j, ayant le couple de sommets opposes P;,, Pi, communs. 

6. — Appelons pentalatere la figure formee par 5 plans a, et leurs 10 points d’inter- 
section P#,, quand on les prend 3 & 3. Il ya oo? pentalateres, puis 00° surfaces cubiques cir- 
conscrites & un pentalatere; par un raisonnement peu Elegant, et d’ailleurs insuffisant, ’auteur 
affirme que l’on peut reconstituer la somme 24 (15 + 9) de paramötres relatifs au systeme 
d’un pentalatere et d’une surface cubique circonscrite en partant d’abord d’une surface cubique 
puis d’un pentalatere inscrit: si 19 est le nombre de parametres dont peut dependre la surface, 
il y aura 005 pentalateres inscrits; malheureurement, il pourrait arriver que Vobligation d’etre 
circonscrite & un pentalatere oblige la surface cubique & satisfaire & A conditions, oü % serait 
un entier positif (ou nul) et si ces A conditions sont satisfaites, le surface depend de 19 — h 
paramettres, le pentalatere de 5 + h parametres: le total 24 est reproduit, mais il faut deter- 
miner }. Quand on suppose ensuite que la surface cubique est du type de Cayley, c’est-&-dire 
a 4 points doubles, il peut arriver que le nombre de pentalateres soit reduit. Ces objections 
faites, la face &, par exemple coupe !‘, suivant une cubique sur laquelle les 4 droites (0,05) 
forment un quadrilatere complet Q*, inscrit; en passant de I, & $,, on obtient au lieu des 
10 points P*,, une configuration Q,, de 10 couples associes formant 5 configurations O5. — 
7. — L’auteur &tudie ensuite la sextique de genre 7 commune & /', et & la surface de degr6 
4 coupant dejä I’, suivant les 6 droites joignant 2 & 2 les 4 points doubles de Z,. B. Gambier. 

Ciani, Edgardo: Intorno a una quartica piana dotata di un punto triplo. Eserci- 
tazıoni Mat., II. s. 13, 119—127 (1941). 

Der Ort der Mittelpunkte der einer Parabel y? = 2pxz eingeschriebenen Strecken, 
die in einem Endpunkt auf ihr senkrecht stehen, ist eine rationale Of: 


2% — 2psyz + 2 PR + pi=0 


mit dem dreifachen Punkt (1, 0,0). Ihre weiteren Plückerschen Zahlen sind: Klasse 5, 
Wendepunktsanzahl 4, Doppeltangentenzahl 2. Die Tangenten in (1,0,0) sind die 
doppelt gezählte Gerade y=0 und die Gerade z=0; die beiden Doppeltangenten 
schneiden sich auf y = 0. Hessesche, Steinersche und weitere kovariante Kurven der C* 
werden angegeben. Harald Geppert (Berlin). 


Lemoyne, T.: Lieu du milieu du segment MN intercept® par deux droites fixes 
Ox, Oy, sur la tangente variable & une courbe alg&brique queleonque, avee applieation 
aux hypocycloides ä quatre et trois rebroussements. (Liege, 17.—22. VII. 1939.) C. R. 
Congr. Sci. Math. 145—148 (1939). 

Gegeben sei eine algebraische Kurve ( n-ter Ordnung, die p mal die Gerade OX, 
q mal die Gerade OY und it mal die unendlich ferne Gerade berührt. MN sei die Strecke, 
die von den Geraden OX,OY auf der veränderlichen Tangente von C ausgeschnitten 
wird. Der Mittelpunkt der Strecke MN beschreibt eine algebraische Kurve der Ord- 
nung 20 — (p+g +1), für welche O ein (n — p — g)-facher Punkt, der Fernpunkt 
von OX ein (n — p — t)-facher Punkt und der Fernpunkt von OY en n— g - t)- 
facher Punkt ist. Das Resultat ergibt sich einmal unmittelbar, ein andermal mittels 
der Charakteristikentheorie. Es werden einige bemerkenswerte Sonderfälle betrachtet. 

Zappa (Roma). 
Kar Eugenia: Su di un tema di concorso. Period. Mat., IV. s. 21, 249—265 
). 

In der zy-Ebene wird der Kreis k: @®+y?=a2>0, in der xz-Ebene die 
Parabel p: az + x° = a? betrachtet. Eine Ebene x = const schneide p in A und k 
in B,C. Der Ort der Umkreismittelpunkte der Dreiecke ABO ist die mit p gleich- 
achsige Parabel az + 2? =0. Die Geraden AB, AC beschreiben eine rationale Regel- 
fläche F 4. Ordnung; ihre Knotenlinie besteht aus p und der Ferngeraden g der Yyz- 
Ebene. Der allgemeine Punkt von F auf der Knotenlinie ist biplanar; es gibt auf ihr 
vier uniplanare Zwickpunkte, nämlich zwei Schnittpunkte von k und p und die beiden 
Fernpunkte der in der Ebene x — 0 liegenden Erzeugenden. Bemerkungen über die 
reelle zeichnerische Darstellung von F. Harald Geppert (Berlin). 
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Algebraische Geometrie: 


Gauthier, L.: Une involution d’ordre deux reprösentant v; de Sy. (Liege, 
17.—22. VII. 1939.) C. R. Congr. Sci. Math. 140—141 (1939). 

Verf. konstruiert eine Involution zweiter Ordnung des gewöhnlichen Raumes, die 
die kubische Mannigfaltigkeit des S, abbildet, und untersucht die Cremonatransforma- 
tion, die diese Involution erzeugt. Eine andere Involution dieser Art fand G. Mar- 
letta [Atti Accad. naz. Lincei, Rend. V.s. 27, 371—374 (1918)] und noch eine weitere 
M. Snyder [Giorn. Mat. Battaglini 41, 125—128 (1923)]. Zappa (Roma). 


Derwidu®, L.: Sur une transformation birationnelle de l’espace rögle. (Liege, 
17.—22. VII. 1939.) C. R. Congr. Sci. Math. 110-113 (1939). 

Eine besondere birationale Transformation eines fünfdimensionalen Raumes S, 
in sich selbst, welche eine Quadrik invariant läßt. Werden die projektiven Punkt- 
koordinaten im Raume $, mit 2,21%, YoYıYy. bezeichnet, so handelt es sich um 
folgende Transformation: 4:94:38: %:y:%= op: 2y: %Yp:!YyoP: Yıp! Yap, wo 
P (29% 2%), Y(YoYıya) quadratische Formen bedeuten. Die Ebenen x (yy=Yyı=Yy,=0) 
und f(,=2,=2,—=0) sind zwei Fundamentalflächen zweiter Art vom zweiten 
Typus: jedem Punkt von & (oder ß) entspricht in 8 (oder &) eine ganze Gerade, und 
zwar in einer Reziprozität; sie nimmt also oo® Lagen an. Die Transformation wird 
dann als eine Geradentransformation des dreidimensionalen Raumes gedeutet. Es gibt 
schon einige andere Arbeiten des Verf. in dieser Richtung [dies. Zbl. 17, 375; 19, 80 
u. 323; 20, 62; Mem. Soc. Sci. Liege, IV.s. 3, 343—376 (1939)]. Z.@. Togliatti. 


Rozet, O.: Sur certaines transformations birationnelles. (Zaüege, 17.—22. VII. 
1939.) ©. R. Congr. Sci. Math. 101—104 (1939). 

Verf. deutet die r? Elemente X,;, ,k=]1,...,r) einer Determinante A r-ter 
Ordnung als homogene Punktkoordinaten eines linearen Raumes Sk (R=r?-—]) 
und nennt A,; das algebraische Komplement von X,;;. Er untersucht dann die bira- 
tionale Transformation oY,, = Au, Wk=],...,r) und prüft insbesondere das Ver- 
halten (bezüglich dieser Transformation) der Mannigfaltigkeiten V7®, die durch die 
Gleichungen definiert sind, welche ausdrücken, daß A die Charakteristik r — h besitzt. 
Er betrachtet auch den Fall einer symmetrischen Determinante A und den, daß die X;r 
lineare Formen von r Parametern sind. Fast alle Ergebnisse finden sich schon bei 
C. Segre [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V.s. 9, 253—260 (1900); vgl. auch dies. 
Zbl. 21, 254; 22, 163]. Zappa (Roma). 


Vektor- und Tensorrechnung, Kinematik : 
Cisotti, Umberto: Campi tensoriali potenziali di rango superiore. Atti Accad. Italia, 


VII. s. 2, 586-591 (1941). 
In einer früheren Arbeit (s. dies. Zbl. 25, 362) hat Verf. den Begriff des einem 
gegebenen Skalarfeld P(z,,. . ., 2,) zugeordneten m-stufigen Tensorpotentials 1. Art 


als eines Tensors mit den Komponenten Fe ern - eingeführt. Hier wird nun die 
T 


Möglichkeit einer Verallgemeinerung dieser Begriffsbildung in der Richtung erörtert, 
daß ähnliche m-stufige ‚„‚Tensorpotentiale‘‘ nicht nur Skalaren, sondern selbst wieder 
Tensoren, etwa der Stufe p< m, zugeordnet werden können. Es werden zwei Bei- 
spiele für solche als „m-stufige Tensorpotentiale vom Rang p“ bezeichnete Tensor- 
felder angeführt. Beide sind vom Rang p = 1, also einem Vektor b (des dreidimen- 
sionalen Raumes) zugeordnet, und zwar: 1. der zweistufige Tensor mit en ns 
nenten Ge . 2 und 2. der dreistufige Tensor mit den Komponenten n . (m 3) R 
Ist im besonderen vd der Entfernungsvektor von einem festen Anfangspunkt 0, dann 
wird der erstgenannte Tensor mit dem Maßtensor des euklidischen Raumes ö, der 
letztgenannte mit dem e-Tensor identisch. Schoblik (Brünn). 
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Barrau, J.-A.: La einsmatique dans le groupe des similitudes du plan. (Liege, 
17.—22. VII. 1938.) ©. R. Congr. Sci. Math. 42—46 (1939). 

Une similitude entre deux plans cart6siens, l’un mobile {x, y}, ’autre fixe {X, Y} 
est donnee pr X=zc— ys+ta, Y=zs+yc+ b (c, s, a, b <onstantes, Ye + s? 
&chelle de la similitude); (c, s. a, b), ou sous forme homogene (c, s, a, b, h), peut £&tre 
regard& comme point d’un espace cartesien S,; suivant que ce point d&crira une courbe, 
une surface, une hypersurface, nous obtenons des systemes de positions & 1 degre, 
2 ou 3 degrös de libert&: les exemples les plus simples s’obtiennent si la courbe, la sur- 
face, l’hypersurface sont une droite $,, un plan S, ou un espace lineaire S,. — L’au. 
introduit les droites centrales: cc — ys+a=0,2s +yc+b=0,h=0(z, yco- 
efficients, c, s, a, b variables ind&pendantes). A partir d’une centrale {x, y}, projetons, 
sur le plan OAB, le point Pfe, s, a, b} qui represente une position quelconque: nous 
obtenons pr&cisement {X, Y}; on peut done identifier les plans OAB et {X, Y}; quand P 
decrit une courbe p, les vecteurs d&rives successifs de p ont pour projections les vec- 
teurs derives correspondants des trajectoires. — A une droite S, correspond un „mouve- 
ment‘ dont les trajectoires sont des droites; le mouvement inverse est une rotation oü 
toutes les trajectoires sont des circonferences passant par un point fixe. — A un plan $, 
correspondent les mouvements elliptiques de la cinematique ordinaire. — Un systeme S, 
röunit toutes les positions dans lesquelles un point donn& C du plan mobile se trouve 
sur une droite donnee du plan mobile. — L’au. termine en indiguant quelques pro- 
blemes dont la solution s’effectue par des constructions elementaires operees dans $;: 
par exemple inscrire & un trilatere donn& un triangle de forme donnee, inscrire & un 
quadrilatere donn&e un quadrangle de forme donnde. — La brievete de la Note ne 
permet pas au lecteur de bien appr£cier l’elegance de cette methode, mais il la devine. 

B. Gambier (Paris). 

Panetti, M.: La geometria delle ruote dentate e le sue relazioni coi problemi di lavo- 

razione, lubrificazione e resistenza. Rend. Semin. mat. fis. Torino 7, 47—78 (1941). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Nalli, Pia: Un problema di geometria differenziale ed uno di einematiea. Eserci- 
tazıoni Mat., 13, II.s. 163—169 (1941). 
Der Inhalt deckt sich mit der in dies. Zbl. 21, 132 besprochenen Arbeit. Der 
Hauptgedanke ist der, daß die Integration des Frenetschen Gleichungssystems 
BERENERURTER N... 
Urea Se Sonn. 
bei gegebenen o(t)-!=Krümmung und r{f)-1=Windung bis auf Quadraturen auf die 
Lösung der folgenden Volterraschen Integralgleichung für ß(t) zurückgeführt werden 
t 


kann: 
Bi) = kit) — [Nt, s)B(s)ds; 
IM 


dabei ist der Kern t t 
Nli,s)= e(s)-1fo(a)"!dx > t(s)>1[Tfa) Id 
8 8 


und t t 
kl) = Bo — [e(s)"tds + yor(s)-1ds. 
y b i Harald Geppert (Berlin). 

| Hamburger, Hans Ludwig: Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 3. Acta 
math. 73, 229—332 (1941). 

Wegen der Bezeichnungen vergleiche man die Besprechungen der Teile I, II (dies. 
Zbl. 23, 69; 24, 176). — Zum vollständigen Beweise der Caratheodoryschen Vermutung 
ist noch zu zeigen, daß die Beziehung i(9) > —1 auch dann besteht, wenn die 


Bedingung 1im 23 (0', 20) +0 
NR 


o>o—0 oo’ 
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nicht für alle » erfüllt ist. Es handelt sich in diesem Falle vor allem darum, das Vor- 
zeichen von B(o2, 0?,(2(c)) zu bestimmen. Mit Hilfe eines von Enriques herrührenden 
Algorithmus gelingt es dann Verf., die Indizes aller Kurvenverbände von einer Ord- 
nung] und anschließend auch den Index des allgemeinsten Kurvenverbandes der 
Ordnung 0 abzuschätzen. Hierzu sind nur noch die Kurvenverbände des allgemeinen 
Typus II zu untersuchen. Ein Kurvenverband heißt vom Typus II, wenn die Be- 
ziehung besteht: ZL>1,—g — p,, wobei 4—q den kleinsten Exponent von o in der Ent- 


= > Y71 0, 
E x 9=0 
pı ist der Exponent des Kurvenverbandes. Da zwischen dem Index eines zum Expo- 


nr : 
nenten 9, (das Pluszeichen bedeutet, daß &,.>0) gehörigen Kurvenverbandes und 


. W 
wicklung von A nach w, o bedeutet. Z wird so definiert: = —W, ) 


+ 
den N Nullstellen f, des zum Verbande gehörigen Polynoms f,,0(®) die Beziehung 
+ 


+. N 

besteht: i(2,) = N + N i(ß,), reduziert sich das Problem auf das Studium der i(ß,). 
r=1 

4 (2) = —1 läßt sich dann aus folgenden Eigenschaften der i(ß,) folgern: 1) :(8,)> —2. 


2) Das gleichzeitige Bestehen der Relationen i(ß,.) = —2, i(ß,-) = —2 ist unmöglich, 
wenn ß,,Pß,- zwei aufeinanderfolgende Nullstellen ungerader Ordnung des Poly- 
noms fı,0(@w) sind. Knothe (Berlin). 


Vinecensini, Paul: Les surfaces de Voss et la deformation des r&eseaux ein&matique- 
ment eonjuguös. J. Math. pures appl., IX. s. 20, 427—440 (1941). 

Ce Memoire est d’une El&gance remarquable. L’au. pose le probleme: trouver 
trois surfaces isome£triques S, S,, & telles que tous les reseaux cinematiquement con- 
jugues definis par le couple (8, $,) soient conjugues sur &. Une solution banale corres- 
pond au cas oü S, est egale & une sym£trique de S par rapport a un plan, de sorte 
que les reseaux cinematiquement conjugues du couple (S, 8,) ne sont autres que les 
reseaux conjugues de 8; 2 coincide avec S, (ou $); on &carte ce cas. — L’au. tire 
parti du fait que le reseau conjugue & la fois sur 8 et sur 8, dans leur isometrie est 
aussi cinematiquement conjugu& pour le couple (8, S,), et c’est d’ailleurs le seul & 
posseder cette double propriete; d’autre part, il doit ötre conjugue sur 2’ (suppos6e 
distincte de $ et $,): c’est donc un r&seau conjugu& permanent; on voit ensuite aise- 
ment qu’il est geod&sique: on retrouve donc les surfaces de Voss-Guichard. Dans 
une famille de Voss-Guichard, on peut choisir arbitrairement deux des surfaces 
8,8], et la troisieme en r&sulte. La surface 2 est definie in abstracto par ses deux 
formes fondamentales ds? = Edu? + @dv?, — Sdedz = Ddu? + D’’dv?, oü u, v sont 
les param£tres du r&seau conjugue geodesique; S et 8, ont pour seconde forme respective 


{r — 
Dadu? + dor, — du? — D’’adv? ou & est une constante quelconque (pour 


&=-i, Set 8, coincident entre elles et sont l’adjointe de 2: sur un couple de 
surfaces adjointes, les asymptotiques de l’une correspondent & un r&seau conjugu® de 
J’autre et vice-versa). Il r&sulte de la que les surfaces 8’, 8; obtenues en remplagant & 
par une autre valeur &’ forment un nouveau couple tel que tous les reseaux cinema- 
tiquement conjugu&s d’un couple sont aussi tous ceux de l’autre couple: et, en effet, 
ce sont tous les reseaux conjugu£s de la surface 2’ applicable sur les 4 surfaces 8, S}, 8’, 81. 
— L’au. se propose de traiter dans un autre travail le probleme: trouver quatre sur- 
faces isometriques 8, S}, 8’, S| telles que les reseaux cinematiquement conjugues du 
couple‘(S, S}) conservent cette propriete pour le couple (S', $1). B. Gambier (Paris). 
Projektive Differentiaigeometrie; 

Satö, Sahurö: Die projektive Differentialgeometrie als eine Verallgemeinerung der 
N. E. Differentialgeometrie. 3. Flächentheorie. Töhoku Math. J. 48, 89—147 (1941). 

Die Arbeit setzt eine Reihe früherer Untersuchungen des Verf. (vgl. dies. Zbl. 18, 
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417; 20, 69; 23, 269) fort. Der Kernpunkt besteht darin, daß jedem Punkt x einer 
Fläche S des gewöhnlichen projektiven Raumes eine Fläche zweiter Ordnung Q zu- 
geordnet wird, die lokal eine nichteuklidische Metrik bestimmt; bei geeigneter Wahl 
von Q kann man aus dieser Metrik die gewöhnliche projektive Differentialgeometrie 
gewinnen. Im Zusammenhang mit der lokalen Metrik werden vor allem eine Normale 
und ein Büschel von Schmiegungskugeln mit den Mittelpunkten auf der Normalen, 
sowie spezielle Cliffordsche Schmiegungsflächen und das Analogon der gewöhnlichen 
Krümmungslinien definiert. Mittels der Tensorrechnung bestimmt weiterhin Verf. die 
lokalen Gleichungen der Quadriken von Darboux, Lie und Wilezynski und stellt 
eine Reihe projektiver Verknüpfungen auf, die die absolute Quadrik Q und die gegebene 
Fläche S verbinden, wenn die Tensoren der nichteuklidischen lokalen Metrik sich aut 
die projektiv invarianten Tensoren von Fubini und Cartan reduzieren sollen. Eine 
weitere Anwendung macht Verf. auf die affine Differentialgeometrie von Blaschke, 
indem er fordert, daß die Polarebene von x bezüglich Q festbleiben soll, und sie gleich- 
zeitig zur Fernebene macht; es müssen der Quadrik Q noch weitere Bedingungen auf- 
erlegt werden, um die affinen Differentialinvarianten der Fläche $ zu erhalten. Mittels 
einer lokalen Metrik werden schließlich die Beziehungen zwischen den auf den gleichen 
Punkt x von 8 bezüglichen Größen der projektiven und denen der affinen Differential- 
geometrie geklärt. P. Buzano (Torino). 


Bell, P. 0.: On differential geometry intrinsieally connected with a surface element 
of projeetive are length. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 529—547 (1941). 

Bezieht man eine Fläche S des gewöhnlichen Raumes auf die Asymptotenlinien u, v, 
so befriedigen die Koordinaten eines Punktes x der Fläche ein Differentialsystem der 
Form Zu = Hu + Bm + 7% = Yu t mt 18. 

Das durch die Gleichung ds? = 2ßydudv definierte Element ist dann das projektive 
Linienelement von Fubini. Verf. betrachtet eine Verallgemeinerung dieses Bogen- 
elementes, die durch die Beziehung ds? = 2 Rdudv gegeben wird, in der R eine In- 
variante der Fläche bedeutet; das Fubinische Element entspricht also der speziellen 
Wahl R=ßy. Verf. gibt die geometrische Deutung des invarianten Differentials 


ds = (22 du Pau als Hauptglied der Entwicklung eines unendlich kleinen Doppel- 


verhältnisses und leitet hieraus die geometrische Deutung des invarianten Integrals 


3 
I= f (2 Rz.) du her. Betrachtet man ferner auf S eine durch die Gleichung = =A(u, v) 
definierte Kurvenfamilie F,, und nennt man (, die durch den Punkt x gehende Kurve 
der Familie, so führt Verf. die Folge kovarianter Punkte G=1,2,.72) mike 
— (ARA)Edu ein, deren jeder intrinsek und projektiv auf die Kurve C; durch x 
bezogen ist. Die ersten drei Punkte der Folge dienen zur geometrischen Kennzeich- 
nung der Invarianten von CO‘, auf S, die innerhalb dieses Ideenkreises die Asymptoten- 
krümmung von Fubini, die projektive Krimmung von Bompiani und die projektive 


Windung von Bompiani verallgemeinern. Der Punkt = liegt dann und nur dann 


in der Berührungsebene an S in x, wenn die Richtung A eine Darbouxsche Richtung 
ist. Schließlich werden einige besondere Kongruenzen betrachtet, die von R abhängen 
und mit $ kovariant verknüpft sind; sie gehören einer von V. G. Grove [Bull. Amer. 
Math. Soc. 36, 582—586 (1930)] eingeführten und vom Verf. im Zusammenhang mit 
den Extremalen des invarianten Integrals I (dies. Zbl. 24, 180) geometrisch gekenn- 
zeichneten Klasse von Kongruenzen an. P. Buzano (Torino). 


Mihafleseo, Tiberiu: Les röseaux conjuguss A transformes de Laplace en corre- 
spondance asymptotique. Bull. Math. Phys. Ecole polytechn. Bucarest 11, 40-139 (1940). 
L’A. etudie les r&seaux A transform&s deLaplace en correspondance asymptotique 
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qui gen£ralisent les reseaux R et les röseaux TP A congruences projectivement appli- 
cables de seconde esp&ce. En employant la methode du repere mobile de Cartan 
il etablit qu’une surface quelconque de l’S, projectif possöde une infinite de tels röseaux 
dependant de deux fonctions arbitraires d’un argument. Il donne une nouvelle de- 
monstration du theoreme de Demoulin: Si une surface possöde deux röseaux R 
elle en a une infinite, en precisant le degr& d’indetermination & une constante 
arbitraire. Les seules surfaces röglöes qui admettent des reseaux R sont celles & flecno- 
dales rectilignes distinctes qui ont une infinit& de reseaux R dependant d’une fonction 
arbitraire d’un argument. — Les surfaces qui ont une infinite de reseaux TP sont les 
surfaces de Cartan qui admettent un groupe de deformations projectives & deux para- 
metres, sur lesquelles les reseaux TP sont R et forment un faisceau. — La relation: 
a? = b?, caracterise les surfaces dont un des reseaux DS (form& par des lignes de 
Darboux-Segre) est TP. Ces surfaces ont &t& rencontrees anterieurement par 
Bompiani, Terracini et par le ref. et dependent de quatre fonctions arbitraires 
d’un argument. L’A. etudie les proprietes d’un reseau associe ä un reseau TP et qu’il 
nomme reseau caract£eristique. Une surface regl6e TP est necessairement R, les 
reseaux TP etant R et formant un faisceau. L’A. ötudie ensuite une nouvelle classe 
de reseaux, les reseaux D, qui avec les röseaux R sont les seuls reseaux isothermo- 
conjugues & transform&s de Laplace en corresp. asymptotique. Ils dependent de cinq 
fonctions arbitraires d’un argument et sont caract£erises par les relation: A+ H=0, 
k+K=0. En considerant les reseaux DS, l’a. etablit qu’en dehors des reseaux R 
et TP, il existe une classe nouvelle, les reseaux Z, dont les transformes de Laplace 
sont en corresı. asymptotique et qui dependent de cing fonctions arbitraires d’un 
argument. Les deux congruences de ces reseaux etablissent sur leurs nappes focales 
la correspondance EZ, suivant laquelle aux lignes asymptotiques des transf. de 
Laplace correspondent les deux autres lignes de Darboux de la surface du r&seau. 
Il suffit d’ailleurs qu’une seule des congruences etablisse la corresp. E pour que le 
reseau soit E. Les surfaces qui ont deux reseaux # dependent de deux fonctions arbi- 
traires d’un argument, le troisieme reseau etant TP & lignes de Darboux planes. 
La relation: A? = 0? caracterise les surfaces dont les courbes directrices divisent har- 
moniquement les courbes du reseau harmoniquement associe & un des reseaux DS. 
Elles d&pendent de cing fonctions arbitraires d’un argument. — Les reseaux qui 
etablissent entre leurs transf. de Laplace une corresp. d’applicabilite projective sont 
des röseaux R et D dependant de constantes arbitraires. Pantazi (Bucuresti). 

Deeuyper, Marcel: Sur les eouples de surfaces admettant m&mes direetrices de Wil- 
ezynski. C. R. Acad. Scı., Paris 213, 428—430 (1941). 

L’au. montre: 1°) que si deux surfaces (M) et (P) ont m&mes premiere et deuxieme 
directrices en tous leurs points correspondants, elles forment un couple de Demoulin- 
Godeaux, ou bien elles sont toutes deux isothermes-asymptotiques, 2°) que si les 
congruences des premietres et deuxiemes directrices de (M) sont congruences des 
deuxitmes et premieres directrices d’une autre surface, les invariants k, I de la sur- 
face (M) rapport&e & son tetra&dre normal de Cartan sont lies par la relation k+1=0. 
— En remarquant que, pour les surfaces isothermes-asymptotiques, on a k=|, on 
voit que le cas, k=1=0, donne la r&union des deux proprietes qui precedent; c’est 
le cas oü les asymptotiques appartiennent & des complexes lineaires. B.Gambier. 

Pantazi, Al.: Correspondanee entre deux surfaces & axes confondus. Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 42, Nr 1, 57—63 (1941). 

Bekanntlich gibt es bei einer Korrespondenz zwischen den Punkten zweier Flächen 
aus zwei projektiven Räumen $, i. a. ein einziges zweiparametriges Kurvensystem auf 
der einen Fläche, dessen zu einem Punkte gehörige Schmiegungsebenen sämtlich durch 
eine Gerade gehen und dem auf der anderen Fläche ein zweiparametriges Kurven- 
system mit der gleichen Eigenschaft entspricht; die beiden Systeme werden als axial 
bezeichnet und die beiden Geraden als Achsen der Korrespondenz [vgl. Bompiani, 
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Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V. s. 32, 376—380 (1923); Ann. Mat. pura appl., IV. s. 1, 
259-284 (1924)]. Verf. untersucht diejenigen Flächenpaare des Der bei denen die 
Kongruenzen dieser Achsen zusammenfallen; es handelt sich also um eine Frage- 
stellung, die nicht nur die Korrespondenz, sondern auch die gegenseitige Lage der 
beiden Flächen in Betracht zieht. Verf. zeigt auf analytischem Wege, daß die Be- 
stimmung dieser Flächenpaare von fünf willkürlichen Funktionen einer Veränder- 
lichen abhängt, und daß die Kongruenz der Achsen aus den Schnittgeraden der 
Schmiegungsebenen von zwei Raumkurven besteht. Diese Tatsache sieht man geo- 
metrisch sofort ein, wenn man die Torsen der Kongruenz betrachtet. Gibt man um- 
gekehrt zwei Raumkurven vor, so kann man Flächenpaare der oben genannten Be- 
sonderheit bestimmen, die noch von einer willkürlichen Funktion einer Veränderlichen 
abhängen. E. Bompranı (Roma). 

Pantazi, Al.: Sur le probleme de Koenigs. Disquisit. math. et phys., Bucuresti 1, 
357—368 (1941). 

Si dice che due curve di S, sono trasformazioni asintotiche l’una dell’altra (o che 
si trovano nella situazione del problema di Koenigs) quando fra di esse si ha una 
corrispondenza biunivoca tale che il piano osculatore,in un punto qualunque di una 
di esse passa per il punto omologo dell’altra (e reciprocamente). L’A. determina, date 
due curve sghembe C\,, C,, le curve I’ che sono trasformate asintotiche sia di C, che 
di 0). Se F &® una corrispondenza fra C',, C, per cui, detti A,, 4, due punti corrispon- 
denti, esiste un complesso lineare osculatore a C,in A, ed a C, in A,, le trasformate 
asintotiche /' di C,, ©} si ottengono stabilendo fra C,, CO, una corrispondenza F': le 
curve /’ appartengono alla superficie rigata R generata dalla retta A,A, intersezione 
dei piani osculatori in A,, A, e formano su R una famiglia (ad un parametro) tale che 
quattro curve qualunque della famiglia tagliano le generatrici di R sotto birapporti 
costanti. La retta A, A, descrive una superficie R’ sulla quale esiste una famiglia 
di curve /” (di cui fanno parte O,, C,) tale che ogni curva di questa famiglia € una 
trasformata asintotica di ogni curva /'. Ed esiste una quadrica che si raccorda con R 
lungo A,A, e con R’ lungo A,4,, sicche le R, R’ sono gli inviluppi di una famiglia ool 
di quadriche e percid sono trasformate W l’una dell’altra. Le curve /', e cosi le I”, 
sono gli inviluppi dei raggi della congruenza avente R, R’ per falde focali. — L’A. 
termina descrivendo una configurazione a cui si giunge partendo sia da due curve in 
corrispondenza F, sia da due trasformate asintotiche di una stessa curva, sia da due 
superficie rigate in corrispondenza W, sia da due coppie di superficie stratificabili, sia 
da una certa famiglia di quadriche ad un parametro. Mario Villa (Bologna). 

Pantazi, Al.: Sur la döformation projeetive des quadruples stratifiables. Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 42, Nr 2, 49—67 (1941). 

Diese Arbeit erscheint durch neuere Untersuchungen von 8. Finikoff angeregt, 
in welchen die projektiven Deformationen erster Ordnung sogenannter T-Konfigura- 
tionen charakterisiert worden sind [vgl. S. Finikoff, J. Math. pures appl., IX. s. 18, 
405—415 (1939); dies. Zbl. 23, 271]. Es handelt sich um Konfigurationen 00? wind- 
schiefer Vierseite, deren Ecken Flächen beschreiben, deren Tangentialebenen jeweils 
durch die beiden Seiten des Vierseits durch eine Ecke bestimmt sind. Als einzige 
deformierbare T-Konfigurationen erweisen sich nach den Ergebnissen dieser eben 
erwähnten Abhandlung die von Verf. systematisch untersuchten stratifiablen Qua- 
drupel [vgl. Al. Pantazi, Ann. Roum. Math., cahier 2, 3 (1935); dies. Zbl. 13, 281]. — 
Die stratifiablen Quadrupel zerfallen in drei Klassen: A, B, C. Während die Klassen A 
und 3 dieser Quadrupel von willkürlichen Funktionen abhängen, hängen die Qua- 
drupel der Klasse CO von willkürlichen Konstanten ab, deren näherer Bestimmung die 
vorliegende Arbeit gewidmet ist. Nunmehr wird gezeigt: die Quadrupel der Klasse C 
zerfallen in zwei weitere Klassen 0’ und C’’. Die Angehörigen der Klasse 0’ hängen 
von sieben willkürlichen Konstanten ab und zerfallen in oo Scharen von je oo® 
stratifiablen Quadrupeln, wobei die Quadrupel einer jeden Schar untereinander pTo- 
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jektiv abwickelbar sind. — Die Angehörigen der Klasse 0” hängen von sechs willkür- 
lichen Konstanten ab und zerfallen in oo@ Scharen von je ool stratifiablen Quadrupeln, 
wobei die Quadrupel einer jeden Schar untereinander projektiv abwickelbar sind. — 
Weitere Untersuchungen betreffen die Quadrupel der Klasse B. Die Deformierten 
eines Quadrupels der Klasse B gehören im allgemeinen wiederum zur Klasse B. Doch 
gibt es unter ihnen auch solche, die auf gewisse Quadrupel der Klasse 0’, nämlich 
auf Angehörige einer spezielleren Klasse C/ projektiv abwickelbar sind, die eine ein- 
parametrige Gruppe projektiver Deformationen in sich gestatten. Sie bilden die 
Klasse Bj. Überdies existiert eine weitere Klasse von Quadrupeln C/, deren An- 
gehörige sogar eine zweiparametrige Gruppe projektiver Transformationen in sich 
gestatten. CO) und (5 sind die einzigen Klassen, deren Quadrupel solche projektive 
Deformationen in sich gestatten. — Bemerkt sei noch, daß Verf. zum Beweise seiner 
Ergebnisse den E. Cartanschen Kalkül Pfaffscher Formen, also insbesondere die 
Methode ‚du repere mobile“ verwendet. M. Pinl (Augsburg). 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Moisil, Gr. C.: Sur les g&odesiques des espaces de Riemann singuliers. Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 42, Nr 1, 33—52 (1941). 

Unter singulären Riemannschen Räumen versteht Verf. die meist isotrop ge- 
nannten Mannigfaltigkeiten mit einer quadratischen metrischen Fundamentalform 
ds? = g,;dx'dx’, deren Determinante identisch verschwindet. Laufen kleine latei- 
nische Indizes von 1 bis r, große lateinische Indizes von 1 bis n und kleine griechische 
Indizes von 1 bis s (oder von r +1 bis n), so gilt für einen s-fach singulären Funda- 
mentaltensor g;,, wenn über alle doppelt auftretenden Indizes summiert wird, die 
Darstellung (+s=n): 

de= yo; ed, \ysi+0, 
| a’,| vom Rangr. Mithin existieren die Größen y"? mit der Beziehung y,„yF=y’"yni=Ööi. 
Auf dem isotropen Kegel ds? = 0 liegt die (im allgemeinen) nichtholonome, singuläre 
Mannigfaltigkeit &® =0. (Im holonomen Falle spricht Verf. von regulären Mannig- 
faltigkeiten.) — Bei Parametertransformation verhalten sich die gy„ wie kovariante 
Tensorkomponenten, die ai, wie kovariante Vektorkomponenten, die y;,, y'’ wie In- 
varianten. Aus dem System a4,{1=0 ergeben sich 00° Lösungen der Form CM —=o*b4 
mit beliebigen o* und s linear unabhängigen Lösungssystemen b/. Für die Theorie 
der Geodätischen auf singulären Riemannschen Räumen wird die Form 
u 1 o!(d) w/(d 
u Le Hr ar 


von Bedeutung. Sie ist ein Integral des dem Riemannschen Raum (invariant) asso- 


ziierten Systems bY a. — 0. — Für die Lagrangeschen Ableitungen von L erhält 


Ber PAREEIE a K:) A VER 2 
ER (1) er 
5 


De lu Our Beer 


Die Geodätischen eines singulären Riemannschen Raumes liegen demnach auf dem 
Schnitt der quadratischen Mongeschen Mannigfaltigkeiten Oyz.de®da®*=0. Die 
Cux« sind Tensorkomponenten. — Die Klassifikation der singulären Riemannschen 
Räume erfolgt zunächst nach dem Rang der Matrix |gu nl. Transformiert man (im 
vollständig integrablen Falle) das System &' = 0 auf die Gestalt da’ = 0, so erhält 
man für ds? die quadratische im Sinne von G. Ricci und E. Bortolotti „algebraisch 
spezialisierte“ Differentialform g;,da’dx’, worin 9; Funktionen der x" darstellen. 
Eine weitere Klassifizierung singulärer Riemannscher Räume erfolgt nach den Werten 
der Gattunge=n- t, wo t die Dimensionszahl der kleinsten Mannigfaltigkeit be- 


= gu + | 8", 
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deutet, welche den geodätischen Kegel Oyr„dx®daX = 0 enthält. — Schließt man 
die Extremalen von der Länge Null aus, so sind die Geodätischen der Metrik ds? durch 


1 ww? 


ı 
[za =0, L= 5 94 Te 
te 


gegeben. Mit diesen Kurven ist die Integralinvariante 

I= mo‘ — Hör, n=Yyuge Harn 
verknüpft. Weiterhin untersucht Verf. vornehmlich den Fall e=0. Dann sind 
die Gleichungen O9 qaid x’ = 0 des geodätischen Konoides identisch erfüllt. 


Die Metrik dieser n-dimensionalen Räume läßt sich auf die zylindrische Form 


7 
ds?= D’gi,(at,..., a’)dx'da’ reduzieren, die nurmehr von r Variablen abhängt. Es 
7-1 
handelt sich um im Sinne von G. Ricei und E. Bortolotti „absolut spezialisierte“ 
quadratische Differentialformen. — Weitere Untersuchungen betreffen den Falle =1, 
bei dem es insbesondere auf das Verhalten der sog. Hauptmannigfaltigkeiten ankommt, 
die durch das Pfaffsche System 


dd=0,..,de=0, dat!+ L,dat? +... + L.,d=0 
definiert werden und holonom oder anholonom sein können. Dabei wird die singuläre 
Mannigfaltigkeit &' = 0 stets holonom vorausgesetzt. M. Pinl (Augsburg). 


Berwald, L.: Über Finslersche und Cartansche Geometrie. 1. Geometrische Er- 
klärungen der Krümmung und des Hauptskalars eines zweidimensionalen Finslerschen 
Raumes. Mathematica, Timisoara 17, 34—58 (1941). 

L’Autore espone diverse interpretazioni geometriche riguardanti la curvatura K 
e ’autoscalare I relativi ad uno spazio di Finsler bidimensionale riferito a coor- 
dinate x, y e avente il ds dato da una funzione F(x, y, dx, dy) positiva omogenea 


del prim’ordine in dx, dy. — In relazione ad un generico elemento lineare (z, y, x’, y’) 
dello spazio si introducono le funzioni fondamentali 

1@(P) O1 m) 1 &%(P?) 

ara ade IT pr 


e quindi la forma quadratica associata do? = edx? + 2/dxdy + gdy? la quale deter- 

mina in relazione ad un campo di curve 2=xft, c), y= y(t, c) la metrica riemanniana 

osculatrice del campo. — Introdotta la nozione di trasformazione parallela infinitesima 

e quindi quella di curve e di sistemi $(z, y) = r di curve parallele, si danno in cor- 

rispondenza delle interpretazioni geometriche sia della curvatura estremale N che 

dell’invariante K. Per K si ha in particolare la formula K= lim (9—s?)}Q dove sy 
8, 9>0 


x £ 20 
& un’elemento d’arco su di un’estremale /’,, s l’elemento d’arco ottenuto da s, per 
trasformazione parallela, & l’area determinata da s,, s in relazione al sistema di 


curve ]' parallele a 7',. Gli invarianti er K risultano poi legati dalla relazione 
s 1 : : 
= en quale generalizza una nota formula di Duschek e Mayer nel caso 


riemanniano. — Altre interpretazioni geometriche di X vengono date in relazione ad 
un campo di estremali E considerato insieme al sistema delle trasversali 7 del campo, 
nel caso generale e in quello in cui le linee Z del campo escono da uno stesso polo 0. 


h : oh 
Nel primo caso ihaK = — amdcr ER dove 0,, 0 sono gli archi di due tras- 


versali T,, T calcolati da un’estremale Z, ad un’estremale Z in relazione alla metrica 
riemanniana osculatrice del campo ed s & la lunghezza d’arco delle estremali del campo 
compreso fra 7,, T; nel secondo caso si perviene ad una formula che corrisponde 
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ad una precedente di Diguet per il caso delle superficie. — Per l’autoscalare I 
si danno le due seguenti interpretazioni: 1) Si considerano due elementi lineari 
L, L, relativi ad uno stesso punto P ed aventi in relazione ad un riferimento tras- 
versale coordinate (0, 0, 1, 0), (0, 0, dx, dy). Indicato con @ l’angolo di Z, L, e 
con r l’angolo in relazione alla metrica euclidea subordinata all’elemento L, si ha 


70,0,1,.0)= 2lim a 2) Sı considera un sistema di linee uscenti da ? e riferite, 
in un conveniente intorno, all’angolo @ che la tangente in P a ciascuna di esse forma 
con l’elemento Z. Introdotte di nuovo le coordinate trasversali in modo che la curva 
y = 0 contenga l’elemento ZL e sia s = z il parametro su tale curva e s/(@) quello sulla 


e ß Be 1 ds.(p)| |. \ 
curva @ generica, si ha /(0, 0, 1,0) = u en — | 5, a) :98. A. Maxia. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Haupt, Otto: Über eine Abrundung ebener Bogen. Sonderdruck aus: S.B. physik.- 
med. Soz. Erlangen 72, 161—188 (1941). 

Bezeichne 3, einen ebenen Bogen, der Summe endlich vieler Bogen der homo- 
genen zyklischen Ordnung Drei und frei von mehrfachen Punkten ist. Besitzt 8, 
endlich viele Spitzen oder Ecken, so kann — wie bewiesen wird — $, stets abgerundet 
werden, was so viel bedeutet, daß eine beliebig kleine Umgebung eines der genannten 
singulären Punkte durch einen glatten Bogen der homogenen zyklischen Ordnung Drei 
ersetzt werden kann. @. Alexits (Budapest). 

Mirguet, Jean: Sur une elasse de surfaces sans paratingent troisiöme. Bull. Sci. 
math., II.s. 64, 257—268 (1940). 

Für Orthoflächen F im R, wird bewiesen: I. Es sei das Paratingent von höherer 
als dritter Ordnung überall auf F leer. Ferner enthalte das Paratingent dritter Ord- 
nung in jedem Punkte P von F nur eine endliche Anzahl, etwa m(P), Geraden. (Das 
Kontingent ist dann überall auf # konvex, und zwar, falls überall Paratingenten von 
höherer (als zweiter) Ordnung existieren, entweder eine Ebene oder ein Dieder oder 
polyedrisch [vgl. Mirguet, Acta math. 68, 293-300 (1937); dies. Zbl.17, 328].) Dann ist 
jede Paratingente von dritter Ordnung zugleich Tangente (Kontingente) an #. Ferner 
ist beinahe überall (d.h. für alle Punkte P von F bis auf höchstens abzählbar viele 
Ausnahmen) 1<m(P) <2. — II. Allgemeiner: Besitzt F überall nur endlich viele 
Paratingenten höherer als zweiter Ordnung, so gibt es beinahe überall auf # höchstens 
zwei Paratingenten von (genau) ungerader Ordnung. Ferner sind die Paratingenten 
von genau ungerader Ordnung überall Tangenten an F. Haupt (Erlangen). 

Santalö6, L. A.: Verallgemeinerung eines Satzes von T. Kubota über Eilinien. 
Töhoku Math. J. 48, 64—67 (1941). 

r, R seien kleinster und größter Wert des Krümmungsradius einer ebenen Ei- 
linie X mit überall stetiger Krümmung; ist k eine ebensolche Eilinie, für deren Krüm- 
mungsradius o entweder ständig o < r oder 0 > R gilt, so können sich k und K höch- 
stens in zwei Punkten schneiden. Für diesen auf H. Brunn zurückgehenden Satz gibt 
Verf. einen integralgeometrischen Beweis; bedeutet M, das Maß der Lagen von k, 
in denen k mit K i Schnittpunkte gemein hat, u, U den Umfang von k, K, so ist 


nämlich einerseits nach Poincare: iM; —=4uU, während sich direkt berechnet 
© i=2 ; g 
DM,=2uU, also M;=0,i=3. Hätten k, K mehr als zwei Schnittpunkte, so 


= 2 ” ws . * 
nn entweder das Maß dieser Lagen positiv, oder sie müßten sich in allen Treffpunkten 


berühren; beides führt zum Widerspruch. Harald Geppert (Berlin). 
Maxia, A.: II problema degli isoperimetri. Atti Soc. ital. Sci. fis. e mat. „Mathesis“, 

N.s. 4, 59—80 (1941). FR 
Zusammenfassender, die Beweise ausführender Bericht über die isoperimetrische 

Eigenschaft von Kreis und Kugel. Die Steinerschen Verfahren des Gelenkvierecks 
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und der Symmetrisierung, Blaschkes Beweis der isoperimetrischen Ungleichung durch 
Polygonannäherung. Die beiden Bonnesenschen Ungleichungen und ihre elementaren 
Beweise. Die Beweise in Ebene und Raum mittels der Brunn-Minkowskischen Theorie. 

Harald Geppert (Berlin). 
Angewandte Geometrie: 


Finsterwalder, Sebastian: Die gemeinsame Koppelung dreier Luftaufnahmen des- 
selben Geländes. 8.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1940, 175—193 (H. 2/3). 

Die vorliegende theoretische Untersuchung zerfällt in zwei Hauptteile: Kopplung 
dreier Aufnahmen desselben Geländes ohne Sonnenortung und Kopplung mit Sonnen- 
ortung. Im letzteren Fall ist angenommen, daß durch besondere Einrichtungen an 
der Aufnahmekammer zugleich mit dem Bild des Geländes ein Sonnenbild vorliegt 
derart, daß die Richtung zur Sonne im Bündel der Aufnahmestrahlen festliegt. Im 
ersten Fall fehlt das Sonnenbild. Unter der Annahme, daß eine genäherte Orieu- 
tierung bereits vorliegt (wie es in der Praxis meist der Fall ist), werden unter An- 
wendung der Vektorrechnung Beziehungen abgeleitet, aus denen sich die endgültige 
Orientierung der drei zu koppelnden Aufnahmen bestimmen läßt. Wichtigstes Er- 
gebnis bei der Kopplung ohne Sonnenortung ist, daß es genügt, wenn auf den drei 
Bildern vier Geländepunkte identifiziert werden können (vorausgesetzt ist immer, 
daß die innere Orientierung der Aufnahmekammern bekannt ist). Dann läßt sich die 
Gestalt dieses Vierflachs bestimmen und außerdem die Lage der drei Aufnahmepunkte. 
Nur in den Spezialfällen, wo entweder die drei Aufnahmeorte in einer Geraden liegen 
oder die vier Geländepunkte in einer Ebene, versagt die angegebene Methode. In der 
Praxis liegt dieser Fall unglücklicherweise sehr häufig angenähert vor. Hier hilft 
das zweite Verfahren, Kopplung mit Sonnenortung, weiter. Dieses ist immer anwend- 
bar, wenn nicht die Sonnenrichtungen auf allen drei Aufnahmen angenähert die 
gleichen sind. Aber selbst dann ist es immerhin noch möglich, eine gegenseitige Orien- 
tierung der drei Aufnahmen durchzuführen, wobei nur noch eine Drehung des gesamten 
Modells um die Sonnenrichtung möglich ist. Durch eine zusätzliche Angabe (etwa 
Orientierung nach dem Lot oder der Himmelsrichtung) ist auch hier das Fehlende 
zu ergänzen. Bei Reihenflügen, wo die aufeinanderfolgenden Aufnahmen in kurzen 
Zeitabständen ausgeführt werden — so daß die Sonnenrichtungen auf drei benach- 
barten Bildern praktisch dieselben sind —, läßt sich dieser mißliche Umstand dadurch 
umgehen, daß man einige Zeit später, wenn die Sonne merklich weitergewandert ist, 
nochmals eine Aufnahme des betreffenden Geländes macht und diese mit zwei Bildern 
aus der ersten Reihe koppelt. Ein zum Schluß des vorliegenden Aufsatzes vollständig 
durchgerechnetes Beispiel dieser Art zeigt die Brauchbarkeit des angegebenen Ver- 
fahrens. H.Jung (Clausthal). 

Hristow, WI. K.: Geodätische Übertragung von Gauss-Krügerschen Koordinaten. 
Z. Vermessungswes., Stuttg. 69, 529-539 (1940). 

Von allgemeinen Beziehungen ausgehend, die für eine beliebige Fläche und ein 
beliebiges isothermes Koordinatensystem gelten (Z. Vermessgswes. 66, 171), entwickelt 
Verf. Formeln für die Gauß-Krügerschen Koordinaten desEndpunktes einer geodätischen 
Strecke und für ihre Richtung in dem Endpunkt als Funktionen der Koordinaten des 
Anfangspunktes, der Anfangsrichtung und der Länge der geodätischen Strecke (Haupt- 
aufgabe). Die in Reihenform gewonnenen Ergebnisse sind bis zu den Gliedern sieben- 
ter Ordnung einschließlich berechnet. H. Schmehl (Potsdam)., 


Topologie: 


Ker£kjärtö, B.de: Sur les groupes compacts de transformations topologiques de sur- 
faces en elles--m&mes. Mat. termeszett. Ertes 60, 9-30 u. franz, Zusammenfassung 
31—32 (1941) [Ungarisch]. 


Der Inhalt deckt sich mit der in diesem Zbl. 25, 370 besprochenen Arbeit. 
Harald Geppert (Berlin). 


